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SUR UNE EXTENSION A L'INFINI 



DE 



LA FORMULE D'I NTERPOLATION DE GAUSS 

PAK 

I. BENDIXSON 

ii STOCKHOLM. 



Etaiit doiiiiée uiic fonctioii ratioinielle eiitiérc /*(x) de la variable x 
de degré n — i laqiielle reinplit rcgalitc 

f\a^) = A^ (v-i,2,...,M) 

la formule d'interpolation de Gaus»,^ nous doime la fonction f\x) sous 
la forine 

f{x) = Ä^ + A:,{x—a,) + A^'{,t — ci,)[x—ii.;) + ... + A\:-'\x—a,)...{x—a,_,) 

oii ]c8 quaiitités A^^l^ sont formees d apres des lois tres simples des quaii- 
. tités A.^. 

Je me suis demandé si on ne pouvait pas établir uiie formule 
analogue pour une fonetion analytique quelconque, en supposant pourtant 
dans ce cas que la fonction f[x) remplisse une infinité d'egalitcs 

les (|uantités a, étant en outre aasujeties a la condition limaj, = a. Il 
est evident que si Ton pouvait etablir une égalité de la forme 

f'{x) = Al + A:i{x — ai) + A';^'{x — (ii){x — a.^ + ,.,.-}' A^;l^{x — a,)...(:t: — a,) + ... 

* Gauss, Theoria hitcrpolaiioim methodo nova ttnidata; Wcrke, Bd. 3, pagc 274. 

Aetu mathematica. i). Imprimé le *i Scptciubrc 1886. \ 
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les valeurs ^^^"1.1 se calculoraient aisérnent des valeurs A^ et on pourrait 
alors par cette égalité méme dcterminer la foiiction quand on en connait 
les valeurs pour un nombre infini de valeurs de la variablc x assujeties 
a la seule condition lirna^ = a. 



Vs= 00 



Cest en effet Texistence de cette égalité que nous allons prouver, 
niais avant d'aborder cette question nous étudierons les propriétés des series 



oo 



S B^{x — a,) . . .{x — a,). 



v^O 



00 



En étudiant les series de la forme ^B^{x — «,)... (o; — a^)^l\ma^ = a 



w = 



v=3 0C 



oii a est une quantité complexe finie, on trouve aisérnent qu'elles offrent 
beaucoup d'analogie avec les series ordonnées suivant les puissances 
entiéres et positives de x — a. On peut en effet regarder ccs derniéres 



oo 



series couime un cas particulier des series ^B^{x — a,)...(.r — a^), \\ma„ = a. 



v = 



V= 00 



Les quantités 5,, ..., B^, ... sont supposées indépendnntes de x. 

Je veux d'abord développer ici quelques ihéorémes qui niontrent 
leur caractcre tres simple pour enfin en faire usnge en traitant la question 
ci-dessus mentionnée. 



oc 



Théoréme I. Si une serie de forme ^BJx — a,)...(:r; — ^0, linia^ = a 

est converffenfe pour ;i; = x^ dle est absolument convergente pour chaque 
valeur de x telle que \x — ^ | < | -^i — ^ | • 
Spit en effet 



X — a 



s. 



a 



< £ < I 



on peut déterniiner un nouibre entier positif m tel que 



X — a 



m-\-v 



X, 



a 



m + v 



< S < I 



(v = 0, 1,2, .. ) 



En écrivant 



Z|B,(:C — a^) ...{x — a,)\ 



y = 



00 



-" X I ^v(' 1 — «i) . . . (.^1 — ai) I . 



ö'', — <^) 



{X — '»v) 



(•<•, — ^w) 



Sur uue extension å rinfiDi de 'la formule d^interpolation de Gauss 



on voit que 



«o 



52 I B,{x — a,) . . . (rr — «,) I < é V 



(x — a^) . . .(x — öfv) 



S étant un nombre positif plus grand que le inodule de chaque terme 
de la serie convergente ^B^(iri — ^i)« • • (-^i — ^0- 



y = 



Mals la serie 



oo 



v 



v^O 



(x — a^) . . .{x — av) 



est évidemment convergente, ce que Ton voit en écrivant 



OD 



m-1 



=1 



v = 



(x — a, )...(.« — Oy,) 
(x^ - a^)...{x^—a^) 



I 



v^O 



+ 



(x — a^)...(x — flfv) 

(:x^—a^)..,{x^—a^) 
(j' -~q,)...(a; — g^., ]) 



oo 



v = 



(x atf,)..\X flm-\-v) 



v-0 



(X «,)...(iC — ^v) 



+ 



(x— aj)...(;r— a,„_,) 



oo 






oo 



D'on Ton conclut enfin que la serie ^\ BJx — e?,) . . . (r — a,)\ est oon- 

vergente tant que | .r — a\ < | ^rj — a\. 

Le théorenie nous montre qu'a chaque serie de forine 



'» 



S J?v(^ — ^i) • • • {^ — ^v)? lilT^ ^>/ = ^ 



w = 



v = co 



correspond un nornbre réel et positif r tel que la serie est absoluinent 
convergente si | .r — a\ < r, rnais divergente si Ton a \x — a\ > r. 



CO 



Le domaine de convergence de la serie ^BJx — a^ . . .(x — aj) est 

par conséquent un cercle auquel nous donnerons le nom de cercle de 
convergence. Ce n'est alors que sur la circonférence du cercle de con- 
vergcnce qu'il y a incertitude quant a la convergence de notre serie. 

Par la demonstration du théoreme prccédent nous avons établi aussi 
un théorenie qui correspond tout a fait a un théoreme connu d'ABEL 



I. BendixsoD. 



sur les series ordonncos suivant los pnissnneos entieros positives et crois- 
snntes de* la varinble, savoir: 



00 



Théoréme II. Etant donnve la serie S /?J.t — a^ . .. (r — aX lini n^ = Oy 

si p^uv ime valeur de la variahle telle que \x — a\=^ v' les modides des 
termes de la serie sont moindres qunn nomhre déternwté, la serie sera rov- 
verf/ente pour toufes les valeurs de la variahle assujefies a la condition 
\x — a\ < r\ 

Théoréme III. Si r, est un nomhre positif moindre que le rayon de 

re 

convergence de la srrie ^ B^{.r — ry,) . . . (;r — a^), Vuna^ = a, la serie est 

tiniformrment conrergente ponr totites les valeurs de r assujeties a la con- 
difion I X — a | < r^ . 

Soit en effet r^ une qnantité positive telle que Ton ait 

r^ < ^*2 ^ ^' 

r étant le rayon de converjijenee de la serie et x,^ une quantité oomplexc* 
telle que \x.^ — ry | ^^ r,^. Va\ posant 

^ — ''i = 4^> 
'\ - 3^? _ . 

je puis deterniiner un noui])re eiitier positif m tel que 



X — a 



m \-v 



'**2 '^ m + v 



< e (v = n, 1,2. ...) 



pour toute valeur do x assujetie a la condition \x — ^' | ^ ^V 
En effet nous déterminons m de sorte que 

I ^/;„ + v ^'1 < f\ (V-O, 1,2. ...) 

ce qui nous perinet d'écrire 

I ^ — (l.n fw I < I .^ — ^' I + I ^? — ^/m-f v I 

< ^ — 3^> 
tant que Ton ait \x — ^'|^''i> ^\ws\ que 



.■> 



'f\ — ^/.„4.v > r, — d 



m ^v I "^ ' 2 



Sur une extension h 1 infini de la formule d interpolation de Gauss. 
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Ces d(Mix inégnlités nous inontront qiie 



A* — a 



m-\-v 



'^2 ^ in + v 



< c < I pour 



y =^ o, I, 2, . . 



X — ^ < r^ . 



En écrivant 






■» 



^ ^ I ^^vC-r? — ffl) . • • (••'••J ~ "v) I 
w - o 



(X ^,) . . . ('.»• (*v) 

(.r, — a,) . . . (,r, — a,) 



et procédant comiiie pour la dcinonf;tration du théororne I on prouve 
que la serie 



y-O 



est uniformément converj];ente pour toutes les valeurs de la variable 
situées dnns le doinnine en rpiestion. Cela a par conséquent aussi lieu 



00 



pour ee qui eoncerne la serie 5^7?^(.r — a^) . . . (.r — a^). 

C. ([. f. d. 



v-O 



Le théorenie Hl nous peruiet dVn tirer la eonelusion qui suit. 
La serie 

QO 

L B, (.T — «,)••• (^ — ft,\ ^'"^ «w = « 



v = 



V= OD 



pmt et re égaUe a une serie |l(.r — a), procédnnt suivanf les piussances en- 
tieres 2)ositii'^es et croissantes ' (h Ja variahle, Végalité at/ant lien pour toutes 
les valeurs de x comprises a Vintérieur du rerrle de convergence de la serie 



2 BMr — rt,) . . . ir — aX 

On doit observer que le eercle de convergenee de |l(.r — a) peut 

s'étendre au dehors du eercle de convergenee de S7?,(.r — a,)...(.r — aX 



w = 



' K. Weierstrass, Zur Fuiiciioiienlehre^ Monatsberichte der Königl. A ka- 
de niie der Wissenschaften. Berlin l88o, pag. 7* 



6 I. Bendixson. 

Nous pouvons encore a Tégard de nos series otablir un théoreine 
eorrespondant au thcoréine rcmarquable du a Abel et Dirichlet.^ 
Théoréme IV. Si la serie 



oo 



f{or) = S B^{x — (II) . . .{x — a,), lim a^ = a 

est ronverf/ente pour une imletir a de x {a i^ a^) on a Végalité 

\\mf\a — B{a — a)\ = f{a) 

£ étant rcel et positif. 

Pour plus de siinplieité, nous en donnerons la demonstration plus 
tärd, mais nous avons voulu citer le théoréme iei pour mettre en evi- 



oo 



dence Tanalogie complete quiexiste entré les series Y,B^{x — r7,)...(:r — a^) 

et les series procédant suivant les puissanees entiéres positives et crois- 
santes de la variable. 

Etant donnée une fon(»tion analytique f{x) qui au voisinage du point 
a peut étre développée en serie |l(.r — a) ordonnée suivant les puissanees 
entiéres positives et croissantes de la variable, si cette fonction peut étre 

développée en serie ^B^{x — a^) . . . (.r — aj), lim a^ ^= a, les coeffieients 

B^ peuvent se caleuler aisément des valeurs ^,, ..., ^,, ... de la foric- 
tion aux points n,, ..., a,,,.... Mettons pour un instant 



f(x) == S J?,(.r — a,) . . . (:r — (f,) 
on voit en effet que 

x)o — ^ij ^\ — -^2 — "~ ~~ j • • • > ^v — -^w+1 — — ~ ; 

rij — a^ ^'y + i — : -'v 

ou les constantes A\^,^ sont caleulées d'aprés la loi suivante: 

A -^ A j<''-^>-_ ><(''-*> 

Af ^/* ^1 J(v) £V* ^v 

' «/x f'i ^/i «v 



> 



. • 



I . ^ , , , m 7n(m — i) , 

Abel, Eecnercnes sur In série i H -r H a;* + . . . . 

' I I . 2 

conjplétes, Torne I, pag. 223. 
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Sur une cxtcnsion h 1 infioi de la formule d interpolation de Qauss. 7 

I)'un autre cöté il est evident par la conclusioii tirée du théor. III que si 



00 



^{x) = llA['l^{x — «j) . . .(x — a^) 



v<-0 



est convergente dans un cercle quelconque elle est dans cc cercle égale 
a f{X')y car régalité subsiste pour une infinité de valeurs de la variable. 

En appliquant ces resultats a la fonction /*(:r) = - (a ^ o) on obtient 



A<:i, = {—iy — ' — 

et en écrivant 

rétude de la valeur limite 

lim — 



V= 00 



v {x — «,) . . . (^ — <»w) a 



(1. . . . Cly^l 

niet en évidence que la serie du second menibre est convergente tant 
que \x — a I < \a\ ce qui nous permet d'écrire 

I I X — a^ {x — cl^X'^ — <^i) 

pour \x — a I < I a I 

Soit a une quantité quelconque qui nV-st assujetie qu'a la conditlon de 
ne pas étre égale ä a, Vwna^ = « le développement de - nous donne 



VSE % 



X — a a^ — a {a^ — «)(<f^ — a) 
, / y (x — a^) .. .(.g — g,) • 

ce qui nous permet d'écrire 

I _ I j ■« — <^ , j Qc — g,) . . . (j; — Oy) ^ 



pour I c — a\ < I a — a | . 



8 I. ]Scndixi»ou. 

Cu dcveloi)pciucnt nous donne les 4cvix idcntitos qui suivcnt 



a — X, a — <f , (// — a, )(/z — a J 

• (^; — /f J . . . {x. — (^,-\ ) _, ( r — f/j ) . . . (.f — //;,) 

• I T. ~7\ 7~ ~ TT. .. x I 



{fi — <(,)...(« — ^y.-i )(« — a^) (a — aj . . . {a — nj) a — .»• 



et 



(a„ — (/,)... (a« — rt„_,Xa„ — rif^^j) . . . (a,, — ti^) ' ' ' ' 

pour I :c — a\ < I ^^„ — a |. 

Nous observons de plus l\ Tégard de. /^'„(.'') ({uo cette serie est égale a 
zcro (juand x = a^ {y ;; n) niais égale ii i pour x = a,^. 

Soit nminteuaut F{x) une fonetion aiialyti(jue queleonque ((ui dans 
le voisinage du point a peut etre dévelo])pée en serie Jl(.r — r^), (it soient 
((j, ..., rty, ... tous eoinpris a Tintcricur du eerele de eonvergence de 
J|(^' — (i)j soit de plus S Taire d'un eerele \x — ^^ | < '* eoniprenant 
toutes les (juantitcs x, ^i, .... a,, ... et située a Tintérieur du eerele de 
eonvergenee de ^{x — a) on a Tégalitc 

2/Tt J a — X 2;r6 Ja — a^ 2;rt / (a — </,)(//. — aj 



ii /j • .v 



(x — ai)...U-n^..i) / /^V/J / 4_ L I ^^^^'''_~'^l^"*i:''ZL*'^^ / 

'** 2/Tt / (f/ — (%)...(// — f/y) 2>Tt / ^z — cf^^/ — (rj...(// — (r^j 



3 a 



les intégrales du seeond nienibre se rapportant au eontour de N. 
Quant il Vintcgrate 



_L I ^'-^^^ (>f — g,) ... . (■*; - a.J) , 
2;rt f a — .c (a — a^) . . . {a — a^,) 



JS 



on voit alors quelle diminue sans liniite (juand le nonibre v va en ang- 
nientant ee (jui nous aniéne a Végalité 



Sur UDC extensioD h 1 infini de la formule dinterpolatioo de Gauss. 9 



-,, . I C F(a) , , « — «, i *(«) ^ 

^ ^ 27rt f a — a^ 27n f (a — «,)(« — a,) 



+ .. 



(« — a,). . . (aj 
• • • i 



2zri 



^/"^ — j^ — ,,+... 

J (a — a,) . . . (a — ay^i) 



Soient comme ci-dessus A^ ..., A^, ... les valeurs que prend ^{x — a) si 
on y pose x = a^, . . . , a^, . . . , Tégalité suivante a lien 



^ . 27nj (a~ 



v+i o«.- I /.. — a,) . . . (a — a,+i) 



(pour la definition de A^^li voir page 6) ce qui nous permet d'écrire 
F{x) =^ ^1 + A^ix — «i) + . . . + -4t+i(^ — ai) . . ,{x — a,) + . . . 

régalité ayant lieu pour toutes les valeurs de la variable comprises a 
Tintérieur du cercle de convergence de yi{x — a). 

D'ailleurs si nous supposons que tous les a^ ne soient pas compris 
ä rintérieur du cercle de convergence de ^{x — a) Tégalité 

^ ' 2m Ja — ttj 2m I (a — (ij{ci — a,) 



+ ... 

f v« — "iA« — "i; 

s 



• • • i 



^ f ^(«) doi I ... 



2m 



a pourtant lieu pour tout le cercle de convergence de |J(rr — a), S repre- 
sentant Taire d'un cercle \x — a | <. ^ comprenant a son intérieur tous 
les a^ qui sont situés a Tintérieur du cercle de convergence de ^(:r — a). 
Soient a^^, ..., a^^ ceux parmi les a^ qui ne sont pas compris a Vin- 
térieur du cercle de convergence de ^{x — a) et soient 6\, C^, ...,C'„ les 
valeurs que prend le second membre de Tégalité, quand on y fait 
X = a^^j a^^j . . . j-a^^, on voit que 

X{x) = K. - C,)I\{x) + ... + {A,, - C„)F,{x-) 

Aetit mathematica, 9. Imprimé le IS Septciubre 1886. 2 
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est une serie de la forrae Y,B^{x — a,) . . . (a; — a^) convergente et égale 

a zéro dans tout le cercle de convergence de }^(x — a] et qui pour 
X = a^^, . . . , a^^ prend les valeurs A^ — Cj, . . . , A^^ — (7„, ce qui nous 
permet d'écrire 



F(x) = y(x) H -. / — ^-^rfa A r-^ / ; ^7-^^ 

^ ^ X v / I 27aJ a — a-, * 2711 / (« — a )(« — a, 



- rfa + . . . 

8/ 

Ä s 



pour toutes les valeurs de x coniprises a rintérieur du cercle de con- 
vergence de ^{x — a). 

Mais le second mernbre peut alors étre transformé a une serie de la 



00 



forme ^B^{x — a,) . , .(x — aj) laquellc pour x = a^, . . . , a^, ... prend 

les valeurs A^ ..., A^^ .... 
On en conclut enfin que 

R J(v) 

ce qui met en évidence Tégalité 

F(^x) = A^ + A'^{x — aj) + . . . + A^Jli{x — a^) ... (a; — «,) + ... 

tant que x soit compris a Tintérieur du cercle de convergence de ^[x — a). 
ele siiis donc parvenu au resultat qui suit: 

Soit F{x) une fonction qui dans le voisinage de x = a peut étre dé- 
veloppée en serie J^{x — a), procédnnt suivant les puissances entiéres, positives et 
croissantes de x — a, soient -4^, ..., A^, ... les valeurs que re^oit F[x) en y 
mettant x =^ a^, . . . , a^, . . . , lim a^ = a, F{x) peut étre développée en serie 



y<=:ao 



F{x) = Al •}- A'^{x — «i) + . • . + A^^\\{^ — öl) ... (a; — a^) + . . . 

Végälité ayant lieu pour toutes les valeurs de x comprises a rintérieur du 
cercle de convergence de ^{x — a). 

Soient maintenant A^^ . . . , -4^+^, ... les valeurs que prend ^{x — a) 
en y mettant x = a^, . . . , a^fy? ... et soient Aq, . . . , -4^_i des quantités 
complexes quelconques, on voit par des considérations analogues aux pré- 
cédentes que dans le voisinage de tr = a on a Tégalité 

F{x) = Al + A2{x — aj) + . . . + A^Jli{x — a,) ... (o? — a,) -f- • • • 
de sorte que Ton parvient au resultat suivant: 



Sur une oxtensioa å 1 infini de la formule d*iDtcrpolation de Guush. 1 1 

Etant données les valeurs Ai, ..., Ä^y ...; ^i, ..., a^, ..., lima^ = a, 
la convergence de la serie 

Al + A'^{x — «i) + . . . + Al'li{x — a,) ... (a? — ö,) + — 

exprime la condUion nécessaire et suffisanfe pour qu^il existe une fonction 
F{x) qui dans le voisinage de x = a puisse étre développée en serie de 
Tåylor et satis faisant å Végalité 

m étant un nombre positif enfier suffisamment grand. 

Apres avoir établi ces théorémes de la théorie des fonctions je reviens 
au théoréme IV, page 6. Il Vagissait de démontrer que si la serie 



oo 



f(x) = ^B,h^ — a^ . . .(x — aX lim a^ = a 

est convergente pour rr = a, (a ^ a^), on a Tégalité 

f{a) = lim /[a — e{a — a)] 

£=0 

£ étant réel et positif. 

Evidemment cela revieiit a démontrer que la serie est uniforméii^ent 
convergente pour les valeurs de x telles que Ton ait 

iT = a — s{a — a)y o < e <j' < i. 



En posant 



m+/i 

Z B,{a — fl,) ...(« — «.) = ÄJ."^ 



v = m 



on peut ecrire 



S B,(x — a^) . . . {x — a,) 



v = m 



-^^0 (a _ «J ...(«_ a„) "^' ^"^i '^o >'(«-a.)...(«-a„+,)"^-'- 

I o(m) / ^\ (a; gj. ..(a; a,n4.;t-i) , o(ot) (^ a^)...{x am -f.;t) ^ 

'^~ '^(« — «,)...(« — «m+/i~i)(« — Om+/t) '* (a — g,)...(g — g„»+/,)' 
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Soit å un Tiombre positif quelconque, nous pouvons toujours déterminer 
un nombre positif entier m tel que Ton ait 



|5<rM<«^ 



On parvient alors a Finégalité 



(/i=.0, 1,2, ...) 



m+/4 






m+fi—l 



v=m 



(x — a^) . . .,(x — Uy) 
{a — a,) ... (a — (tv){oL — ctv+i) 



+ d 



(a? — gj. . .(a; — g^^;,) 
{a — aj . . . (a — am-^f,) 



Mais, X étant une valeur quelconque telle que Ton ait 

X = a — s{a — a), o < s K^j- 

on peut fairc correspondre a cliaque nombre a^ une et une seule quantité 
a^{x) telle que Ton ait 



X — ay{x) 
a — gy(«) 



X — g. 



a — g, 



Les quantités ay{x) ainsi définies satisfont alors a Tégalit^i luna^{x) = a. 

yssoo 

Soit p un nombre positif entier suffisamment grand pour que Ton ait 



a 



P+v 



a I < I a — a — j'{a — a)\. 



(y=0, 1,2, ...) 



Toutes les quantités a^^^, (y = o, i, 2,...) sont alors comprises a Tintérieur 
d'un cercle ayant pour centre le point a et ne comprenant a son intérieur 
aucune des valeurs x = a — s (a — a), o < e <j'. Une considération 
géométrique tres simple met alors en évidence que les quantités a — a^^^(rr) 
ont une limite supérieure finie pour tous les x en question et pour 
u = o, I, 2, ...; on en conclut enfin que Ton peut trouver un nombre positif 
[/ tel que Ton ait 



ff> 



a — ap^^(x) 



a — g 



p-\-V 



pour 



X = a — s (a — a), o <^ s < 7* 
i^ = o, I, 2, . . . 



Sur une cxtcnsion å Tinfini de la formule dinterpolation de Gauss. 

Soit enfin G une quantité positive telle que 
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G > 



pour X = a 



{x — aj . . . (35 — ttp) 



(« — fltj) . . . la 

~s(a — a), 



ap) 

o < £ < J' 



on peut affirmer que 



G> 



(x — a^). . ,(x — ap^ ^) 
(a — aj. . .{a — ttp^^) 



pour 



X 



a — s{a — a), o ^ ^ ^ ;" 
o, I, 2, . . . 



et Ton peut écrire si m> p 



1»+/* 



S J5^(a; — a,) ... (.t; — a^,) 



v~m 



/x-1 



< (?. a — O? 



1-6^1 



v = Q 



{x — a,„) ... (a; — »m+y) 



(a — a^) . . . (a — ain^y){a — am+y+i) 



+ dG 



n-\ 



< d\a—x\G.^ 



v = 



\x—a„^(x)]...[x—a^+^{x)] 
[a—afn(x)] . .. [a— a,„4.v(aj)] 






[a— aw+v+i(»)] 



+ <?(? 



< dla — xlG.fAy" [x^am{x)],..\x — a„,+,{x)] 

« 

< d\a— x\G.a.i — ^ — i+ d.G. 

■ ' \a — ^1 



)] 



+ dG 



De la résulte enfin que 



»»4-/i 



S B^{x — ai) . . .{x — a,) 



v = m 



< (}[G.ff + Ö] pour 



« = a — e(a — a)^ 0<e^7'. 
fi = 0, i, 2, ... 



Mais d étant un nonibre positif aussi petit que Ton voudra cela nous fait 
voir que la serie est uniformément convergente pour toutes les valeurs 
de X telles que 

X = a — £ (a — a). ^ S:^ = T ^ ^^ 

C. q. f. d. 



QO 



Nous ne nous sommes jusqu^ici occupés que des series ^ B^{x—(i^)...(x—aJ) 



v-O 
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011 liin a^ = a = quantité finie. Si nous voulons maintenant étudier le 
caractére de ces series en supposant que lima^ = co nous y rencontrons 
comme oas speciaux la serie binome- 



ainsi que la série hypergéométrique de Gauss. Je veux prouver ici que 
nos series sont en general d'un caractére tres simple dans le cas ou 
lima^ = CO. Pour aborder Tétude de ces series nous commencerons par 

yaao 

rétude de la série 



+ 



X — a. 



a — ttj ((i — a^)[(i — a^ 



+ ... + 



(oj — aj . . . (« — a,)j 



+ ... 



lima, = CO. 



yaaOb 



OO 



Nous traiterons d'abord le cas ou V^j — i est canvergente. L'égalité 



t _ r_l_ 4. ^ — ^t i I (>g — gj . . . (j; — a«-i) -[ 

_ I ' (^ — gj . . . (a; — a^) 
a — X (a — c,) . . . (« — dn) 



« — X 



nous montre en cffet que 



-)••■(■--) 



+ 



05 — a. 



a — tiTj (a — <*,)(« — <*„) 



+ ...+ 



(^ a^).,.(X Hy) 

(« — a J ... (a — a^)(a — a^^i) 



+ ... 



o* — Ä 



00 



n I- 



I — 



w=i 



X 



a. 



00 / 



a 



n «-f 



v=i 



a» 



La série du premier membre de cette égalité est évidemnient uniformé- 



Sur une cxtension å riafioi do la formule d interpolation de Gauss. 15 

oo 

ment convergente ce que Ton conclut de ce que le produit JTfi ) 

est uniforméraent convergent. Elle est aussi absolumeiit convergent ce 
que Ton prouve en rempla9ant a^ par — | rtj, a par — | a | et .r par | x |, 
en observant en outre que les termes de la nouvelle serie finissent par 
étre tous du méme signe. 

Si d'un autre c6té ^ j — -, est divergente nous ne pouvons pas traiter 

ce cas dans toute sa généralité mais nous nous occuperons ici des cas 
qui sont du plus grand intérét. 

00 

Supposons donc que tous les a^ sont reds et positifs et que ^— nest 

v=.l ^ 

pas convergente. Dans Tégalité 

I r I , x — a^ {x — a^)...(x — Gn) 1 



, n(.-^) 



a — X 



nous pouvons raettre le second membre sous la forine suivante 

« / x\ TT i *\ .f^^^^J » *"" 



a — X JL. / a\ « — « *"" 

oii les quantités m^ sont choisies de sorte que 



^y«=l/t=l 



Wy 

1 / ar \'* 






v = l 

soit une fonction entiére transcendante. 



* Voir Weierstrass, TJieorie der eindetdigen analyiisrhen Functionen^ Abhand 
luDgeo der Königl. Akademic der WisseDSchaften. Berliu 1876. 
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Soit a et X deux quantités telles que la partie reelle de a — x soit 
negative et désignons par -K[/'(^)] la partie reelle de f{x) on peut 
toujours trouver une quantité positive d telle que 

R{a — x) < —d. 

Soit g une quantité positive > | a | + | ^ | on peut écrire 



iimy-mh^i^i 



z 



(I + ^.) 



ou 



s« = 



fÅ + X . a^ + ax + x^ 



2a. 



+ 



3«; 



+ .-.+ 



a " + ax " + . . . + re " 

m^ — 1 



ce qui nous donne 



9 



2 



m^—l 






En désignant par p un nombre positif suffisamment grand on a 



U.|< 



I 



(v>p) 



Mais Tinéoralité 

o 






|i2[(a-a;)e.]|<^.f.-^ 



(Op) 






nous inontre que Ton peut prendre r assez grand pour que 



I R[{a — x)£,] I < - , pour v > r 



L'égalité 






(w > r) 



nous permet alors d'écrire 



m.j 



vp^/^LUv/ \«J . 



< 



2 a, 



(v > r) 



Sar UDe eztension å Tinfini de la formule d'iDterpolatioD de QauRS. 
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On voit alors que 



lim 



n = ti 



X 



. Hl'-". 



""'n(-^.) 



< lim 



MBOO 



W», 



, n(-^)e- 



SJ mn 



r *"v 



a — z 



m. 






n ■ 

v = l ^ 






a. 



e 



^- Z ^ 



n = » 



w = r+l 



ce qiii nons montre enfin que 



lim 



fl = ao 



n(.-^' 



= O. 



Si an contrairo /?(« — x) > o on pronve tönt de méme qne 



lim 



» = <JC 



■ .n(--r.) 
n(.- 



« X 



a 



= oo. 



Dans le cas on R{a — o^) = o il y a inoertitnde. L^égalité 



(i — X a — <i, 



+ 



o,. 



(« — a,)(a — a,) 



+ ...+ 



(x — a, ) . . . (« — a„) 
(« — a,) . . . (« — civ)(« — a„^\) 



+ ... 



a par conséquent lien tant que iJ(a — x) < o et la serie du second 
membrc est convergente quand Ä(a — x) < o; quand R{a — x) > o elle 
est divergente. Quant an cas oii jR(a — x) < o des considérations tres 
simples nons montrent que la serie est uniformément convergente ponr 
toutes les valenrs des variables .r, a dans un domaine fini assujeti a la 
condition qu'on y a partout R{a — x) < r?, <? étant une qnantité positive 
aussi petite que Ton voudra. 

Acta mathematiea. 9, Tmprlmö le 24 Septerobre 1886. 3 
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Mais la serie est aiissi absolument convergente poiir iine valeiir do 

X telle que lon a 

Ria — x) < o. 

Soit en effet ol et x deux qnantités complexes quolconques tellea quo Ton a 

B{oL — x) < o 

on peiit déterminer deux autres quantités a,, x^ reelles et assnjeties a la 

condition 

R{ol) < «! < .r^ < R{x). 
La serie 



«. — a 



+ 



X. — a. 



K — ^,)(«i ~~^«) 



+ . . . + 



(•^1 — ^i) • ■ • ('^ — ^v) 

(a, — ^,) . . . («, — av)(«j — flw+i) 



+ 



est alors convergente et en Bxant m assez grand pour que 

^1 — ^m+v < o, «! — r/^,^, < o 



(v-0, 1,2, ..,) 



on en conclut que la serie 



</, — ^m 



+ 



i»! — «m 



(«, — «„,)(«! — Om-i) 



+ ...+ 



(a^t — • Om) . . . (a;, — ' ^w-f w) 

(«, ^m) . • . ('Z, «in + v)(«, — ^m 4-w + l) 



+ ... 



est convergente. Mais tous ses termes étant négatifs cela ne peut avoir 
lien sans que la serie soit absolument convergente, ce qui nous permet 
d'affirmer que la serie 



+ 



X. — a 



a — a^ (//, —ft^){r/^ —aj 



+ ... + 






+ ... 



est absolument convergente. 
En posant 



{X ^i) . . . ('*• ffv) 



(« — ■ a, ) . . . (« — a^){a — </w+i ) 



(x^ —0^) ...(^, — Ov) 
(ttj — a, ) . . . («j — a^){a^ — tty^ i ) 



{x — a^) . .. (x. — Ov) 
(.r, -- ^/,) ... (,r, — aj 






/ • 



on peut ecrire 



(x — a,). . . (x — Oy ) 

{a — rt| ) . . . (« — ay\a — ri^+i ) 



< G 



{x^ — ^,) » . . Qr, — r/y) 

(«i — ^i) • • • («i — ^^vX^i — «v+l ) 



Sur une extension ä 1 infiai de la formule dinterpolation de Gauss. 

G étant uii iiombru positif assujeti k la conditiun 
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G> 



{x (^,) . . . {x it.j) 

(jTj — a^) . . . (^j — rt.J 



» 



(^=1,2,...) 



quantité qui pcut toujours se déterininer si Ton obscrve quc R{x^ — o^) <o 
et R{a — aj < o. . 

Eiiiiii cette deruiére inégalité nous perinet d^éerire 



oc 






{x — a,) . . . {x — Uy) 
{a — tij) ...(« — ay){a — ^z^+i) 



Qb 



<»S 



v = 



* (^^ — f/., ) . . . (>f, — Oy) 



ce qui nous inontre que la serie du premier meinbre est eonvergente. 

En supposant que les a^ ont tous le méme argument, e'est ä dire 
que 



ciy ^ r.e"^ 



O ne changeant pas avec v, la substitution x = ^e*\ a = jSe^^ nous fait 
voir que la serie 



+ 



^c — a 



w — a, (^/ — aj(« — rfj 



+ ...+ 



(x — (t,) . . . (.f — dy) 



est unitormément eonvergente ainst qu absolument 'tant que 2i(^ — ^)<o 
c'est a dire tant que Ton ait 



00 



Revenons maintenant a Tétude des series ^B^{x — a^...{x — aj, 

V=sO 

lim a^ = OQ en general. 

yaaoO 

En supposant que rj, . . . , r^, ... soient des quuntités positives ou 
ntdles telles que lim r^ = oo et Y^ - diverf/ent je puis demon trer les thé- 

v sa an ~- 

orémes qui suiveht: 

Théoröme I. Si la serie ^B^Cx — r,) . . . (o; — r.) est convergetiie pour 

v=«0 

X = aj {a^aj)y elle est atfssi cmiver gente pour chaque valeur de x télle que 
R{oL — x) <o. 



v-l 



cc 
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En posant 



Wl + /t 



Z VXoL - r.) ... (a - r,) = S;r 



V-» w 



on parvieut par les luémes transforinatioiis qirk la page i i a régalité 



m 4-;t 



Z /i,(i; — r,) ... (.c — r,) 



y m 



,S;o(a-^).- 






+ ... 



I C('/0 /'-. ^\ ('^ rj .. . ( j; r,« + ,t i) ^,,,) (« r,)...(u; i%/,.t.;t) 

Mais Ä(a — ^)'étarit négatif iious avons prouvé page 17 que 



lim 



v— * 



(4; — r, ) ... (.g — r,) 
(a — r,). . .(« — n) 



= O 



d'oii Ton conclut que Ton peut détcrmhicr un nonibre positif G tel que 



ö> 



( j; — r, ) . . . (.c — n) 
(a — r,) . . .(a — n) 



(v-o, 1.2, ...) 



D'un autre cöté G peut étrc fixé de sorte qu'il satisfassc a la condition 



OD 



ö>|a_.c|£ 



w = 



(« — rj . . . (a — n)(a — r.,+i) 



Etant donné un nonibre positif d au8si petit que Ton voudra on peut 
prendre m asscz grand pour que Ton ait 



o 



I 5(-) I < JL 



2G 



(/x^O, 1,2, ...) 



ee qui nous perniet d^écrire 



m+/* 



w«0 



uc 



(j; — r,) . . . (^ — n) 

(a — rj . . . (« — rvX« — n+i ) 



Ä 



+ - 

' 2 






(A»-o, 1,2,...) 



ce qui prouve le théorém^. 
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Par des considérations tres faciles a cflectuer ou parvient alors au 
resultat qui suit: 

Si la serie ^B^{x — rye^^)...{x — r^e^') est conver gente pour x==a, 

yai. o 

(a ^ a^) elle est aussi converyente pour cJuique valeur de x telle que 

R{ae"'^ — xe "') < o. 
Posons en effet 



A -.. om 



la serie 



ac 



Z/i,e""(^ — r.) ... te - >\) - S B,{.c — r,e"') . . . (.;; — ,:/'•) 



K - O > -^ O 



est eonvergente pour ^ = y9. Elle est jiar eonséquent eouvergeiite tant 

que Ton a 

R{^ — i9) = R{oie-'' — /9ct'") < o. 

C. q. 1. d. 



Cb 



Si la serie ^B^{x — r^e'^^) . . . {x — r^e**') est divergente pour x = a 

elle est par eonséquent divergente pour ehaque valeur de x telle que 
R{oie~^' — xe^') > o. On peut eneore affirmer: 

A chaque serie ^B^{x — r^e*^')...{x — r^e^') correspond un nombre 

réel p tel que la serie soit eonvergente tant que R{xe~^^) > p mais divergente 
tant que R{xe~^') <p. 

L'équation ^ 

R{xe''^) = p 

representant dans le plan de la variable x, une lignc droite, je puis 

Ob 

aftirnier que le domaine de convergenee de la serie ^B^(x — r^e^')...{x — r^e^^) 

y = 

se conipose de la partie du plan de la variable x qui est située ä la 
niéme coté de la ligne droite 

72(:rc-^') = p 

que les quantités r^e"* pour une valeur suffisamment grande de u. En 
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regardaiit la ligne droite comnic un cerclu doiit lu centre est situé a 
Vinfiiii ou peut parler d'uii cercle de eoiivcrgence aussi pour ccs series. 



» 



Théoröme II. La serie S B^ {x — r,) . . . (x — r) est uniformément 

convergente dans une aire finie quelconque comprise tout enliére å Vinttrieur 
da domaim de convergente de la serie, 

Ayaiit dcteriniué une aire finie queleonquc B je puis en effet fixer 
deux nombres réels a et ^ situés a rintérieur du donjaine de conver- 
gence de la serie et tels que Ton ait 

a<i3< lt{x) 

pour toutes les valeurs de Taire B. 

Tant que x sera conipris dans le doinaine les quantités 



{m — )\) , . . (x — rj) 



(x - r,) . . . (,c -• n) 



{// — r^) . . . (a — Vy) 

tendront uniformcnient vers zéro quaiid j> ira en augineiitant (voir page 
17) ce qui fait voir quil existe un nonibre positif G assujeti aux con- 
ditions 

G > 



(x — 1\) . . . U — n) 



G > 



(a — r,) ...(// — n) 

(x — i\) .. ,{x~ n) 



pour toute valeur de Taire B et pour v = i, 2, . . . 
En posant 

(.c — r, ) . . . Oc — i\) 



k-^II 



v = 



(« -— r,) . . . (« — r,X« — n+i ) 



00 



H«-^II 



y = 



<Cr'|a-x|£ 



(/? — r,) . . .(/?— n ) 

(« — r,) . . . (« — n)(« — r,^.I) 



(^ — r,) . . . (.<^ — i\) 



y=0 



{a — rj . . . (« — r,)(a — r,+i) 



on voit que Von peut fixer un nonibre positif fini G^ qui est plus grand 
que le second membre de eette égalité pour toutes les valeurs de la va- 
riable x situées dans Taire B. 
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Soit maintenant m assez grand pour que Ton ait 
on voit. par les mémes considératioris qn'au théorénic I que 



Z 7?,(.r — r,) . . . (.r — r,) 



v==m 



< (1 



pour toiites les valeurs de la variable situées dans Taire B et pour 
/i = o. T, 2, ... . ' C. q. f. d. 

Par la substitution x = $e^* on parvient enfin au théoréine suivant: 
La serie ^BJx — r^e^^') . . .{x — r^c"') est uniformément conver gente 

I 

dans une aire finie quelconque cmnprise tout entiére å Vinténetir du domaine 
de convei^gence de la sene. 

Cela nous montre enfin que la fonction 



ao 



fix) = TliJx — r.e"')'- -'ir. — ry) 

est une fonction holomorphe ä Fintérieur du domaine de convcrgence de 
la serie. 

JusquMci l'analogie avec les caracteres connus des series ordonnées 
suivant les puissances entiéres positives et croissantes de la variable est 
eompléte, Mais en nous demandant si la serie est aussi absolument con- 
vergentc pour chaque valeur de la variable comprise a Tintérieur du 
domaine de convergence de la serie, des considerations tres élémentaires 
mettent en évidence que cela n^a pas toujours lieu. Nous savons en effet 
par les recherches d' Abel qu'en mettant | y | = i , y ^ — i dans la serie 

, X , X(X l) 2 , , X(X !)...(« V + l) ., , 

cette serie est convergente sans étre pour9a absolument convergente tant que 

— I < R{x) < o. 

Par nos propres recherches ci-dessus nous savons que la serie binöme est 
dans ce cas uniformément convergente dans un domaine fini quelconque 
tel que Ton y ait partout — i < R{x) < o. 
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oo 



Pour les series ^B^{x — r^e^') . . .{x — r^e^') il y a par conséquent 

lieu de distinguer d'un cöté leur domaine de convergence de Tautre leur 
domaine de convergence absolue, si noiis entendons par ce nom Ten- 
semble de toutes les valeurs de la variable pour lesquelles la serie est 
absolument convergente. 

A Tcgard de la convergence absolue on a le théoréme suivant: 

Théoréme Hl. Si la serie ^B^{x — r^) , . ,{x — r^) est absolument 

convergente pour a; = a , ol^K ^l^ ^^t aussi absolunie^it convergente pour 
rhaque valeur de x tdle que R (a — x) < o. 

Soit en eflfet x une valeur de la variable satisfaisant a Tinégalité 

R{a — x) < o 

on peut alors fixer un nombre positif fini G tel que Ton ait 



0> 

ce qui nous permet d'écrire 



(3; — rj ... (a; — Vy) 
(/2--r,). .. (a — n) 



(w"!,?, ...) 



oo 



Z I B,{x — r,)... (.r — r,) | = 1- 1 B^ol — r,) ... (a — n) | 



{x — r, ) . . . (^> — Vy) 
(a — r,) . . . (a — n) 



<x> 



< 6'r|B,(o — r,)...(« — r,)|. 



v^O 



C. q. f. d. 

La substitution x = ^e^* nous donne pour resultat: 

Si la serie ^B^{x — r^e^^ . . . (x — r^e^^ est absolument convergente 

pour X = oLy oL^r^e^^j elle est aussi absolument convergente pour chaque 
valeur de x telle que R{ae~^^ — xe"^') < o. 
On en conclut enfin: 



00 



A chaque serie ^BJx — rje^') . . . (rr — r^c^') correspond un nmnbre 

réél (T tel que la serie est absolument convergente tant que R(xe~**') > 0', 
mais nest pas absolument convergente tant que R{xe~"') < a. 
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Dans le cas oii p < a il existe par conséquent une partie du plan 
de la variable a?, savoir 

p < R{xe-^') < a 

telle que la serie est convergente pour toutes les valeurs de cette partie 
du plan et méme uniformément convergente dans chaque aire finie 
comprise a Tintérieur de cette partie du plan, sans que la convergence 
absolue ait lieu pour un seul point qui y soit situé. 



OO 



Nous nous occuperons maintenant des series ^B^{x — a^...{x — a^ 

QO 

^^ I 

en admettant pour les a^ que lim a^ = oo et que Y" j — j est convergent. 

Nous pouvons a Tégard de ces series établir quelques théorémes ana- 
logues ä ceux démontrés pour le cas déja traité. 

Théoröme I. Soient a^, . . . , a^, . . . , lirna^ = oo des quantités telles 

00 CO 

qiie ^ j — i est convergent ^ si la serie 12B^{x — a,) . . . {x — a^) est con- 

vergente pour re = a , (a ^ a^ élle est convergente pour chaque väleur finie 
de la variable. 
Soit en effet 

-»T» = Z B,{a — a,) ... (a — «,). 



y = m 



Nous pouvons écrire 



S B^{x — a^ . . .{x — a^ 



v^m 



^ ^(«— «,)...(«— a«)(a—a«+i) ^ ^ {a—a^)...{a—a^^i){a—a„,^^) 

0„_i\a X)- T ; TT ■■ T -f- O^ -: ^ -• 

Soit d une quantité positive aussi petite que Ton voudra, je puis 
donner ä m une valeur assez grande pour que Ton ait 

\sir'\<d 
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ce qui nous permet d^écrire 



m-^ft 



2 B^{x — ai) . . . {x — a,) 



yam 



< d 




QO 



X 



IS 

y = 



(x — aj . , . {x — Uy) 
(a — aj ... (a — a^)(a ~ a»,+i) 



+ 



a — tt J . . . (« — a«+,,) I J * 



Mais les recherches de la page 14 nous montrent que le second membre 
tend vers zéro en méme temps que dy ce qui prouve le théoréme. En 
étudiant le second membre de Tégalité on parvient aisément au théoréme 
qui suit. 

Théoréme II. Soient ai, . . . , a^, . . . , lima^ = 00 des quantités telles 



y=oo 



00 00 

que ^j — i est convergent, si la serie ^B^{x — a,) . . . (.r — a^) est con- 

ver gente pour re = a, a ^ a^, dle est uniformémetit convergente dans une aire 
finie quelconque du plan de la variable x. 



CO 



De ce théoréme on conclut que chaque serie ^B^(x — a,)... (a; — a^) 

qui est convergente pour d^autres valeurs de la variable que x = a^ ..., 
a^, ... représente une fonction entiére de x. 

Théoréme III. Soient a^, . . . , a,, . . . , lima^, = co des quantités telles 



y=co 



00 00 

que V^i — i est convergente si la serie ^B^{x — a,) . . . (a: — aj\ est ah- 

solument convergente pour x = a, a^ a^, elle est ahsolument convergente pour 
chaque valeur finie de la variable. 

Soit X une valeur quelconque de la variable, Tégalité 



00 



CO ^j-.^ 

Y\BJx — ai)..Jx — aM = 2^ \BJa — a,). ..(a — aM 
nous fait voir que le théoréme est vrai. 



{X — o,) . . . (X rty) 

(a — ftj) . . . (a — a v) 



Pour faire voir enfin comment le domaine de convergence change 
avec la choix des a^ nous traiterons encore quelques exemples. 



Sur une extension k TiDfini de la formule dHnterpolation de Gauss 
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oo 

Nous supposerons d'abord que tous les a^ sont rédSj que 7 — est 

convergent mats V^i — j est divergent. 

11 y a alors lieu de distinguer deux cas. 



00 



A) ^y^—^ est convergent. 
Dans ce cas on a les égalités 



I [ I . x — a^ (a; — g J . . . (a; — an-i) '^ 

a — x !_« — aj * (a — a,X« — S) * (a — a,) ... (a — an^\){a — a^)] 






X 



ainsi que 



^ lim 



n ^ 00 



H('-ä S('-r.) 



n(-r.) n(-^>-- 



e 






oo 



Mais y^i — j5 étant convergent on en conclut que les produits du 

second metnbre de Tégalité sont convergents ce qui nous perinet enfin 
d'affinner que la serie 

(x — a^) , , .(x — a^) 



a — a. 



+ 



X — a. 



+ ...+ 



+ ... 



{a — aj{a — a,) * ' ' ' * (a — a^) . . . (a — a^X» — cfv+i) 

est convergente pour chaque valcur finie de la variablc x. Elle est 
aussi uniforniément convergente dans chaque aire finie du plan. 

Quant a la convergence absolue elle n'a lieu pour aucune valeur 
de la variable. 

Soient en efifet a et o; deux valeurs des variables t<3lles que i2(a) = o 
et R{x) = o. Dans cc cas on peut ccrire* 

|a; — a, I = |a; — |aj|, | a — «v | = | « — l«vl| 

c'est ä dire 



00 



S 



y = 



(.C — a^),.,(x — a v) 



{a — a^) , . . (a — ay){a — a^^i) 



00 



=1 



v-O 



(•*' — 1^1 I) •••(•*' — hv|) 



(«~l^^i|) • • ('^ — |aw|)(« — |«v+i|) 
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Mais Tégalité 



<c 



/ , \ 






hO-r) 



.e 



v-l 



l"vl 



hj 



g,«y 



met en évideiice que la séric du premier mcnibrc ifest pas coiivergente, 
ce qui prouve la divergence de la serie 

(•« — \(ti\) . . . (x — |a,|) 



I 



ainsi que celle de 



v = 



To (^^ — l«il) •(« "h^|)(« — |«v+l|) 



CO 



w-0 



(j; — a^) . . . (x — a^) 
(a — a,) ... (a — ay){a — a^^i) 



Cela nous inontre enfin que la serie en qiiestion iicst absolument 
convergeute pour aucune valeur de la variable, des considérations tout 
analogues a eelles du théoréme III page 26 luettant en cvidence que si 
la serie est absolument convergente pour un systéme de valeurs x, a des 
variables {x^a^j « < ^Oj ^^^^ ^^^^^ aussi pour chaque systéme de valeurs 
des variables. 

B) y^—^ est divergent. 

Pour plus de simplicité nous supposerons que Ton puisse trouver 
un nombre entier positif m suffisamment grand pour que Ton ait 



00 



7 "2^ convergent. 



=1 ^v 



Soient de plus les a^ ordonnés de sorte que Ton ait 



«v+l I > I «v I- 



La serie ^I ~ étant convergente, une considération due a Abel nous fait 



00 



1 • ^ a ' • • • 



a I I 

alors voir que la serie V^ 5- est convergente pour fi = 

L'égalité 






2i* /* Koy ) 
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aiiJöi quc 



H 2m— 1 



-=" ;rT ;^ /^ l-^"'/ ^"■'■' -I 



«> . s » " . Jm— 1 Si»— I » 

- l« ^^ Z^ «^ + 3 Z^ ^» + • • • + 2TO - I -^a*"-' 



+ 1 



-i"|:i=[(S'-©'J 



nous font voir de ménie qu'aux pages i6, 17 que la serie 

^ I x — a^ , , (g — gj ... (a ; — a.,) , 

I 77 17771 T7 I • • • I ; ~7 7" 7777 I \ 1 • • • 



a — rtj (« — ttjXa — a,) '* {a — «,)...(« — ay)(a — av+i) 

est convergente tant que R{a^ — x^) < o inais divergente tant que 
B (a' — a;^) > o. La serie est uniforinéinent convergente dans une aire 
finie quelconque comprise a Tintérieur du doinaine de convergence de 
la serie, mais elle n'est absoluinent convergente pour aucune valeur de x. 
Quant au domaine de convergence de la serie, Tégalité 

R{a' — x')<o 
sé transtbrme en ^ 

si nous posons ri? = 4^ + ?yi, S et rj étant réels. Cela met en évidence que 
le domaine de convergence de la serie se compose de la partie du plan 
de la variable x qui est renfermée entré les deux branches de Thyperbole 

2l_=, 

«\ r>/_>\ '• 



R(a') B(a*) 

Dans le cas ou R{ol^) = o Thyperbole se transforme en deux lignes 
droites 

$ — rj =" Oy ^4-17 = o. 

Nous traiterons encore un exemple. 
Soit 



OO OD 



Dans cette hypothése on voit que les series 51 "~ ' 51 ~» ' 51 "^ ^^^* 



1/=1 " v=i ** v=i ** 
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toutes convergentes, raais la serie 51 ~* ^^* divergente. D'un autre coté 



v-1 '^ 



o» 

la serie ^. — p étant convergente Tégalité 

, n(--å) 

lim -jj— 

v-l \ ^J 



4 

1 /jr \/i 



met en évidence que la serie est convergente tant que 

mais divergente tant que 22 (a* — x^) > o. 
En posant x = re^^ Tégalité 

nous fait voir que le doniaine de convergence de la serie est liniité par 
une courbe a quatre branches a laquelle les quatre lignes 

cos 4^ = o 
sont des asyinptotes. 

Si nous voulons niaintenant chercher a développer une fonction ana- 

lytique quelconque F{x) en serie de fornie ^B^{x — a^),.,{x — a)j lim a^, = co 
nous pouvons ctudier le reste iJ„ dans le développement 

^ ' 27n Ja — fl.j 27n J {a — a^){a — a^) 

s s 

(.-a,)...(^-a„^ r Fial_ 

2m J {a — «.,) ...(« — «,) 
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savoir 



1_ r ^(«) (g — g,)... (a; — an) ^^ 
iTti J a — X {a — a^) ... (a — a«) 



27n 

s 

mais Tétude de ce reste semble oflfrir beaucoup de difficulté. Cest ponr- 
quoi nous préférons donner ici quelques développements en serie 



oo 



^BJx — tti) . . .(x — a^ 

v = 

auxquels on parvient ä Taide du développement de donné ci-dessus. 

Pour plus de siinplicité nous admettons que tous les a^ sont positifs 



QO 



ou nuls et que la serie ^ — est divergente. En posant a^ = r^ on sait 
alors que 



v^l 



I ^ x — r^ , , ' {x — r^),.,(x — r,) , 

I 7~. „ \/„ TT I • • • "T 77. T"^^ 7Z ITTTZ. Z \i • • • 



Mais la serie du second niembre étant uniformément convergente on peut 
la dériver par rapport a a ce qui nous permet d'écrire 

{a — xy (a — r, )* (a — r J(« — r,) [« — r, « — r, J 
(a — r,)(a — r^){a — r,) | « — r, a — r, « — r, J 

pour B{a — rr) < o. 

Mais la dérivée d'une serie uniformément convergente étant aussi uni- 
formément. convergente on peut la dériver encore une fois etc, ce qui 
nous permet d'affirmer que chaque fonction rationnelle algébrique peut 

QO 

étre développée en serie 12B^{x — ^i) . . . {x — r^) tant que la partie reelle 

de X est plus grande que la partie reelle de tous les p61es de la fonction. 

Au lieu de dériver notre serie nous pouvons la soumettre ä Tinté- 
gration ce qui met en évidence que le logarithme peut étre développé 
en une telle serie. Quant ä la serie du binöme et la serie hypergéomé- 
trique de Gauss elles ont été trop étudiées pour que je m'en occupe. 

Je veux donner ici un développement en serie de la fonction 
2>, logr(;r + i) qui me semble offrir de Tintérét. 
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Soit a^ = V — I, le développeiiicnt de 



a — X 



en serie nous donne le 



resultat qui gfuit si Ton y change le signe de a, savoir 



X x{x— I) 

+ /, . ,N/.. . ^ -T • • • 



« + « a a{a + l) ' a(a + l)(a + 2) 



a (a + I ) ... (a + v) 



a; 



d'ou lon conclut 



X 



«(«— i) 



/^ [1 + X ii{fi + I) ;i(/^ + \y,n + 2) 



+ ... 



, / y-ia?(a ?— I). . .(a; — w + l) , , y ^{^ — Q. ■ .(a? — w) l^ 



a; 



En étudiant le développement connu de la fonction D^ log/'(a;4- i)> savoir 



ou c est la constante d'EuLER on trouve mairitenant que 



00 p" 00 



00 



)I 






+ ... 



. . + (— i)"-'a;(a; — i) . . . (a; — w + i) 



00 -^ 

y ^ 1 



Par les considérations suivantes on peut enfin voir que le second inembre 
tend vers zéro quand m va en augmentant. 

Soit p un hombre entier plus grand que |a;| on trouve que 



00 






X(X !)...(« W) I 



fjiiix + i) , . . {ju + m) fJL + X 



< V N 



Sur uoe extensioD ä 1 infioi de la formule d^ioterpolation de Gauss. 

ce qui fait voir que Ton peut prendre p assez grand pour que 

z(x — •• !)...(« — m) I 
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fjiifji + i) ...(// + m) ft + X 



d 

<-2 



d étant un nombre positif aussi petit que Ton voudra. 
D'un autre cöté on a 

x(x — !)...(« — m) I 



lim 



in<=ao 



fxQjt + I) . . . (/u + m) fi + X 



= o 



pour une valeur de x tel que E{x + /i) > o, ce qui met en évidence que 
Ton peut déterminer m assez grand pour que 






x{x — i) . . . (a? — til) I 
/i(fjt + 1) . . . {/jt + m) ft + X 



å 
<2 



pour une valeur de x tel que R{x + i) > o. 

Il est par conséquent démontré que le second membre de Tégalité 
ci-dessus tend vers zéro quand m va en augmentant ce qui nous permet 
d'écrire 

00 00 QO 



oo 



Mais 



• • • + ( lYxix l) . . .(X V)V-; ; T z • ; r + 



v I = -i-V ' 5 1 

f-'^f4fi+l)...(fi + V+l) V+l f-[lfJt(/i+ !)...(//+.') (/X+ l)(/i+2)...(// + V+I)J 

r~ 00 oo T 

= -!_ v I V \ 



(v + I) v + I 



ce qui nous donne le développément cherché, sa voir: 
D, log r(rr + i) + C = rr \ ,^ ' + 



-2) 



2.2 



3.3 



/ ,N a;(g— i)., .(a; — v) 

tant que i2(:r + i) > o. 
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De cette égalité on passé aisément ä Texpression connue de D,\ogr(x+i) 
par une intégrale définie. Car le second membre n*étant autre chose que 



1 

I — (1 — 3/y 



o 



dy 



f • 



nous pouvons ccnre 



D. log r{x+i) = -C+ p—JL-JULdi/. 



o 

Par la substitution 

I —y = z 

on parvient enfin a la formule de Gauss ^ 




^ ' <7^ = i),log/>+ i). 



I — z 



00 



• Les series de la forme ^BJ^- — a,) . . . (re — a^) ont été étudiées 

sous tout un autre point de vue par M. Frobenius dans son mémoire 
Veher die Entwiekelung analytischer Ftinctionen in Reihen die nach gegehenen 
Functionen foiischreiten^ Crellf/s Journal, Bd. 73, ou il parvient dans 
des cas plus spéciaux a quelques-uns des développements en serie des 
pages 8, 14, 17. 

Dans son mémoire Sur Ixi formule d'interpolation de Lagrange, Crelle*8 
Journal, Bd. 84, M. Hermite a aussi établi une relation a Taide de 
laquelle on parvient immédiatement au développement en serie de la 
page 9, comme je l'ai montré dans une note inscrée dans les Comptes 
rendus du 23 Novembre et du 7 Décembré 1885. 

* Voir Oauss, Werke, Bd. 3, page 159. 
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* SUR LA REPRESENTATION 

DES VALEURS LIMITES DES INTÉGRALES 

PAR DES RÉSIDUS INTÉGRAUX 



PAR 

P. TCHEBYCHEFF 

d S:t PÉTEB8B0URG. 

(Traduit du russe * par Sophie Kowalevski ä Stockholm.) 



Dans un mémoire Sur les valeurs limites des intégrales^ publié en 1874 
dans le Journal de matliématiques de Liouville, nous avons eoniniu- 
niqué quelques resultats concernant les valeurs liinites de Tintégrale 

r 

j f[x)dx 

u 

dans le cas ou Ton denne les valeurs des intégrales 

b b b 

Jf{x)dXy j xf(x)dx, jx^f{x)dx^ ... 

a a a 

m 

prises entré des liniites plus vastes: a < u, b > v et ou la fonetion in- 
connue f{x) reste positive pour toutes les valeurs reelles de x entré 
X = a et X = b. 

D'aprés un théoréine contenu dans ce mémoire si le nombre des 
intégrales données 

* - 6 6 b 

ff{x)dx, fxf{x)dx, . . . , fx""-'f{x)dx 



a a 



* O npeAcraB^ieHiH npe.i.-BJbHUXii Be.iMiHUt HHTerpa.iOB'i> iiocpeji.cTBOMt HHxer- 
paJLHUXli BU^BTOBli. CIIB. 1885. Appcndice au tome 51 des Annales do Tacadémie 
des Sciences de S:t Pétersbourg. 
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est pair = 2m, Ics valeurs limites de Tintégrale 

t» 
J f{x)dx 

ne ])euvent étre déterminces que dans lo oas 'ou les limites «e, v satisfont 
a une équation, dont les coefficients dépendcnt de la valeur des iiitégrales 
données. 

Pour obtenir cette équation et les valeurs limites de Tintégrale 

r 

ff{x)dx, 
dans le oas ou 1^, t; satisfont ä cette équation, nous développons Tintégrale 



j 



f^dx 



Z — X 



en une serie, procédant selon les puissances décroissantes de z 

b b * 

I f{x)dx lxf{x)dx 

/■(*> dx = '- + =— ^ + • . . . 




Z X 



Posant 

6-6 6 - 

ff{x)dx = Ä^, fxf{x)dx = ^1, . . . , fx""-'f{x)dx --= ^^m-i 

a a * a 

nous obtenons donc pour Tintégrale 

b 

r f(x)dz 

J z-x 

a 

Texpression approxiraative suivante, rigoureuse jusqu^au terme -^ inclusive- 
raent: 

Z Z* * ' ' ' ^ Qm 
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En (lésignarit donc par 



a,z + Ä — 



a^z + ^, 



la fraction contiiiue, que Ton obticiit en développant rexpression 

£_£ -i- _i -1- -L — "*"ll 

z z z 

m 

en fractions continues et en s'arrctant ä la w*''™® réduite, nous aurons par 

conséquent, aiissi avec un degré d'approxi mation jusqu'au tenne -^ in- 

z 

clusivement 

6 



X a^z + y?j 



' ' «,« + A 



ömÄ + /?! 



m 



A Taide de la fraction continue, définie de cette fa^on, on établit Téqua- 
tion a laquelle doivent satisfaire w et t;, de méme que les valeurs limites 
correspondantes de Tintégrale 

ff{x)dx. Tk 

En désignant par 

9m{z) 

la fraction ordinaire, a laquelle peut se réduire la fraction continue en 
question, et en égalant le dénominateur ^m{^) ^ zéro, on obtient Téquation 

a laquelle doivent satisfaire les limites w et t; de Tintégrale 

j f{x)dx. 

u 

Et en désignant par 
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toutes Ics racines de cette équation, disposées d'aprés leur grandeur crois- 
sante, on trouve que si Ton pose 

u ^ Zi/ v = z^, 
Ics valeurs limites de Tintégrale en question sont exprinices par les soinmos 



v 



^mjZl) , ym(g/-fl) , , ym(g«) ^ 

Ces somrnes sont coniposées des résidus de la fonction 

par rapport aux racines de Téquation 

contenues dans les limites 

y étant ou non comprises les racines ^, et z^ elles niénies. 

Pour pouvoir exprimer ces sommes de résidus partiels par des résidus 
intégraux, nous conviendrons de designer par (o une quantité positive in- 
tiniment petite. Vu que dans ce cas les racines de Téquation 

contenues dans les limites 

Zi -{- CO, Z^ (O 

sont 

et les racines, contenues dans les limites 

Zi — 0}j Z^ + (Oj 

sont 
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nous pouvons représenter les sommes précédentes par les résidus intégraux 

O ym(g) O ym(ig) 

*!+«*' It — O» ' ' 

En conséquence des valeurs limites trouvées pour rintégrale 

Jf\^x)dx. 



ti 



on aura dotic 

tn — cw 



(ftniz) 






r« + o» , . 






§ 2. Ces inégalités, de méme que la solution d'un probléme pré- 
sentée dans un mémoire mentionnée plus haut, et d'autre8 problémes du 
ménie genre, découlent immédiatement de la representation des vale.urs 
limites de Tintégrale 

ff{x)dx. 

n 

par des résidus intégraux, dans le oas, ou la limite supérieurc de Tinté- 
grale v reste arbitraire, mais la limite inférieure u colfncide avec la limite 
inférieure des intégrales 

6 h 

ff{x)dx, fxf{x)dx, 

a a 

Dans ce oas les valeurs limites de Tintégrale 

v 

ff{x)dx 

a 

sont données par les for mu les sui vantes: 

♦' r + tii 

(i) ff{(r)dx< lF{z) 



a — CO 
a 



S t-w 



(2) ff{.r)dx> lF{z) 

•/ a— tu 
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ou F{z) est une fonction rationnelle, dont la valeur dépend du nornbre 
des intégrales données 

6 b 

ff{x)dxy fxf{x)dX'y . . . 

a a 

et de leur valeur. Gette fraction 8*obtient facilement en déveteppant 
rintégrale 



J z-x 

a 



(^dx 



en fraction continue 



«i « + Ä — 



«.« + Ä 



«m« + P^ 



m • 



dont les m dénominateurs peuvent toujours étre trouvées, corame nous 
Tavons montré, lorsque Ton connait les valeurs des 2m intégrales 

b b b 

ff{x)dx = AQy fxf{x)dx = A^y • • • > fx^'^~'^f{x)dx = A^^_x. 

a a a 

En désignant comme auparavant par f\ . Ij. fraction ordinaire a laquelle 
se réduit la fraction continue 



a,z + fi. 



a^z + /?, 



^^m^ "h ^m 



nous désignerons par f ^ / \ la fraction ordinaire que nous obtenons en 



nous arrétanf au terme 



öro— 1« + ftm-l 

Si, en outre des intégrales 

b b b 

Jf{x)dx = A^y fxf{x)dx = -4,, . . . , fx^"'~^f{x)dx = A^^^i 



a 
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on connatt aussi la valeur de Tintégrale 

fx"'f{x)dx = A,^ 

a 

il est nécessaire, pour pouvoir déterminer la fraction rationnelle F{z) 
dans les formules plus haut, de déterminer non seulement la fraction 

continue précitée et les deux fractions ordinaires r"^, . > tVt niais 

aussi la valeur du coefficient de Zj dans le (m -f- ^Y^ dénoniinateur de la 
fraction continue, obtenue par le développement de Texpressiön 



o i_ ^^ l_ I -"2111—1 I -"2m 



Nous désignerons ce coefficient par a„^.i. 

§ 3, En étudiant la fraction rationnelle F{z) nous remarquons que 
' sous sa forrae générale elle peut étre expriinée d'une maniére simple par 
une fraction continue. Dans cette dernicre les m premiers dénominateurs 
sont identiques avec ceux de la fraction continue 



«i« + Ä — 



a^z + /?, 



amZ + /?m 



que Von obtient en développant Tintégrale 



o 



^(^) dx. 



Z X 



La fraction rationnelle F{z) pourra donc étre représentée par la 
formule 

(3) F{^)= ' 



I 






ou Z est une fonction inconnue. 
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Gette fonction peut étre exprimée a Taide des fonctions ^«-.i(jef), 
(pm{^) seuleraent, si Ton connalt les valeurs des 21» intégrales 

6 6 b 

ff{x)dxy fxf{x)dXy . . . , fx''^~^f{x)dx. 

a a o 

Mais si Von veut se servir de 2iw + i intégrales 



6 



ff{x)dxy fxf{x)dx, . . . , fx^"'f{x)dx 

a a a 

il faudra encore, pour déterminer F{z\ connaltre une quantité constante 



ötfn + l- 



Dans le premier de ces deux cas, cette fonction sera donnée par la 
formule 

dans laquelle y désigne la plus grande des deux quantités 

a — vt </'m{(^) ^m{y) J 

Dans le second cas on trouve pour la détermination de Z deux forraules 
différentes selon que la fraction 

I_ r ^m-1 ( h ) S^m~l(i;) 1 _ 

b-vliP„,(h) Mv) \ ''"+' 

est positive ou negative. Dans le premier cas la fonction Z est définie 
par la formule 

(6) ^=«->(^--)+^^- 
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Dans le second cas Z est donné par la formule 
ou 

§ 4. Uexpression de la valeur liniite de Tintégrale 

v 

ff{x)dx, 

a 

par les résidus intégraux iious conduit facilement a toutes les formules 
indiquées dans le mémoire précité. 

En supposant connues les valeurs des 2m intégrales 



b . 



ff{x)dx, fxf{x)dXy . . . , fx^"''~^f{x)clx 



a 



et supposant de plus que Ton chei*che la valeur liinite de Tintégrale 

ff{x)dx 

a 

pour une valeur de v satisfaisant a Téquation 

^m{v) = O, 

nous remarquons que d*aprés le § 3 la valeur de Z sera donnce dans ce 
cas par la formule 

d'ou il résulte, a cause de Téquation 

4^M = o, 

Z = CO. 
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Par conséquent, d'aprés le § 3, 






En substituaiit ä la fraction coiitinue la fraction ordiiiaire qui lui est égale 

on trouve 

F{z) = ^ . 

Pour cette valeur de F{z) las forrnules (i), (2) nous donnent 



/rt*)* ä '^ £S 



— ni * 



a — w 



ff{x)iU < /, ?# 



a — m 



Ceci aura lieu pour toutes les valeurs de v satisfaisant a Téquation 

(p^iv) = o. 
En posant T un apres Tautre 

v = z^, v = Zn 

{z^ et Zi signifient comme auparavant des racines de Téquation 

et z^ > z^ nous déduisons de ces forrnules 



a a — at ' ^ 
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Et en retranchant les deux deriiiéres inégalités des deux premiéres on 
trouve 

<Pm{z) 



et iK-m^ ^ 



tn Zn — Ot 



<Pm{z) 






Et commé nous Tavons vu au § i ces inégalités nous conduisent 



aux ménies valeurs liiuites de Tintégrale 



jf{x)dx 



'I 



que jious avons comniuniquées dans le Journal de Liouvillb pour le oas 
considéré. 

§ 5. Pour appliquer les formules (i) et (2) a la resolution du 
problénie proposé dans le méinoire précité, nous supposons que les trois 
quantifés données 

S^ rf, A; 

sont déterininées par les formules suivantes: 

o 

6 

Jxf{x)d» 



Jf{x)dx 
o 

b 



k=f{x—dyf{x)dx. 

O 

et que Ton veut trouver les valeurs limites de l'intégrale 

v 

ff{x)dx 

o 

pour le cas oii la fonction inconnue f{x) ne devient pas negative pour 
des valeurs de x entré o et v. 
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Vu que leg trois quantités 

p, dy k 



détenninent les valeurs des trois intégrales 



ff{x)dx =p, 

o 

Jxf\x)dx =:= pi, 



fx''f\x)dx = pd'' + A-, 

O 

les valeurs Hiiiites de Tintégrale 

ff{x)dx 

dans le. problciiie considéré. seront déterminées par les formules qui 
s'appliquent au cas, quand le iiombre des intégrales données est iinpair 
2m + 1 ; il faut poser de plus 

m = ly a = o, 

A^ = pd* + ^'• 
Pour déterminer la fraction continue 



«i« + A 



««^ + Ä— . 



nous développons Texpression 



19 '^ z^ z'^ z' 
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en une fraction oontinue, en nous arrétant toutefois au premier dé- 
nominateur, ce qui nous donne 

II 



a^z + ^^ z d 
P V 

Nous trouvons done 



v p 

^o(«) P 



^,(ä) z — d I 

Pour déterminer la quantité constantc ot^^i = Oj, nous développons 
en fraction continue Texpression 

A A A^ _p pd pd» + k 

en nous arrétant au second dénominateur et ne considérant que le premier 
membrc de ce dernier. De cette maniére nous toouvons 

, pd , pd* + k I 

P^ +^ + i = ; 

^ ' «• ' z* z — d I 



k ^ 



d'ou Ton déduit, conformément a ce qui a été exposé au § 2, 

P' 

§ 6. En substituant ces valeurs dans la formule (5) on trouve la 
fraction 

d~v + --z 
pd 

' ' " ■ ■ ■' , y 



d — v 



p(b~d) 



dont le signe décide, d^aprés le § 3, quelle des deux formules (6), (7) 
doit ötre employée pour déterminer la fonction Z, 
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Vu que cette fraction ne change de signe que pour les valeurs 

pour lesquelles elle devient cx) ou o, tandis que pour i; = cx) eti; = — oo 
el le est égale a -{- i ou — i, on voit que cette fraction sera positive 
pour 

p{b — d) 
et pour 

tandis qu'elle est negative lorsque v est contenu entré les liinites 

k k 

p{b — rf) * pd 

h k 

Par conséquent, si v <d 7^ZIT\ ^^ ^^^^ '^^^'^ '~d ^^^® devons, 

conformément au § 3, nous servir de la formule (6) pour déterminer la 
fonction Z, ce qili nous donne 

Au contraire, dans le cas oii 

la fonction Z sera déterminée par la formule (7) qui nous donne 

p[p{h — d)d — k] [p{v — d)d — k]\p(v — d)(b — d) — k] 

k\z — d)—pk\h — dXv — d) 

En passant maintenant ä la détermination de la fraction rationnelle F{z)y 
conformément au § 3, nous remarquons que dans le cas considéré la 
fraction continue 
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a,z + A 



«.» + Ä 



ne contient qu'un seul dénominateur 
la formule (3) se réduit donc ä 

^ ^ z d i 
p p Z 

Aux *clenx valeurs de Z correspondent donc les valeurs sui vantes de F{z): 

;>(« — v)H ^ 



^ ' z{z — h){z — v) 

La premiére de ces valeurs aura lieu, d'aprés ce que nous avons vu, dans 
le cas ou 

v <(l Y — 

ou bien 






la seconde dans le cas ou 



jp(6 — d) pd 

En introduisant ces valeurs de F{z) dans les formules (i) et (2)*et en 
posant a = o, nous trouvons que les valeurs limites de Vintégrale 



ff{x)dx 
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que nons cherchons dans le probléme considéré, seront données par lea 
formules 



(8) 



v — (U 



jnoc)dx > i 



p{z — v) + 

^ • v — a 



\ p{v — d)J 



fi{r)dx<l 



r + cu ]p{z — V) + 



k 



V — d 



—ut (z — v)l z — d 4- I 

V r(v — d)/ 



dans le oas oii 



v <d 



p{h - d) 



ou 



et par le» formules 



7 1 K 



ff(x)dx > V y^' — p{b + v-~d)z + k + (b — d)(v — d)p 

O — ttl ^ ' ' 



ff{T)dx < T p^'-I'0> + V-d)z+k + {h-d)iv 



— d){v — d)}) 



dans le eas ou 



''-^-;(ir^<^'<''+,-^' 



§7. Si nous nous arrétöns au cas 



v < il — 



V{h-d)' 



nous reniarquons que pour telles valeurs de z comprises entré z 
et <2r = t; + öl, lä fraction 



= — ii) 



p{z — v) + 



v — d 
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ne peut deveiiir co que pour 

Z = Vj 
k 

vu que la secoiide valeur z = d -. ^ , pour laquelle cette fraction 

devient oo, surpasse, pour les valeurs considérées de v et pour w infini- 
meiit petit, aussi bien y + ö> que v — w. Quant a la valeur 



z 



= v, 



elle sera conteiiue, a cause de riiiégalité 

w > o, 
dans les limites 

inais cUe sera en dehors des limites 

Wj v CD, 

Par conséquent, pour les valeurs considérées de t;, le résidu integral 



-lu {z — v)iz — d+ — —\ 



se réduira a zéro, taudis que le résidu integral 






p V — d 

se réduira au résidu correspondant a ^=. t;, qui est egal a 

h + p{y — dy' 
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k 
Par conséquent, dans le cas oii v < d ^ , les formules (8) se ré* 

duisent aux sui vantes: 

o 

ff\x)dx > o, 



ffWi- < r^^. ■ 



Passant maintenant au cas, 

t; > rf + — 5. 

Nous remarquons que dans ce cas la valeur 

k 



z = d 



p{v — d) 

pour laquelle la fraction 

k 



•p{z — v) + 



v — d 



(z — v){z — rf + — T r) 

devient infinie, est contenue aussi bien entré les limites 

— Ö> , V — w 

qu'entre les limites 

— Wy t; + ö> 

tandis que Vautre valeur ^ = v, pour laquelle cette fraction devient aussi 
CO, n'est contenue qu'entre les deux derniéres limites. Par conséquent 
le résidu integral 

V{z — v) + - 



-.(._,)(._i + _i_^) 



se réduit au résidu correspondant ä 



Z = d ; j-, 

|)(i; — d) 
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lequel est egal a 

tandis que le résidu integral 

k 






v — d 



-« (z —■ v)(z — d + — -A 

\ v{v — d)J 



sera egal a la soirune des résidus de la fraction 

y {z — v) + 



v — d 



{z—u)(z — d+— J-) 

\ piv — d)/ 

correspondants aux deux valeurs de Zy pour lesquelles cette fraction 
devient infinie. Cette soinine est égale a p. Pour ces valeurs des ré- 
sidus intégraux, les forinules (8) nous donnent 

ff{x)dx < p, 

o 

Il nous reste encore a étudier plus en détail le cas ou 

Pour ces valeurs de t;, les valeurs limites de intégrale 

ff{x)dx 

o 

sont données, d^aprés le § 6, par les formules 

pz* — j>(6 + v — d)z + k + {b — d)(u — d)p 



v — tu 



ff{x)dx > I 



ff(x)dx < Tp^' -P(b + v - d)z + k + (6 - d){v - d)i.^ 
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Vu que des 3 valeurs 

z — Oy z ^ b, z = v 
pour lesquellcs la fraction 

J^z"" — r(^' + v - il)z 4- k + { h — d){v — d)p 

z{z — b){z — v) 

devierit iiifiiiie, la preiniére, ^ = o, est confeiiue aussi bieii ciitre les liiintes 

— ö> , v — o> , 
qu'eiitre les liinitcs 

— öl, <; -}- ce;, 

la secoiide z = b iiest contenue ni entré les premiéres, ni entré les se- 
* condes liinites, tandis que la troisiénie, z ^= v n'est contenue (|U entré les 
secondes liinites, le rcsidu integral 



c — fil 



P V^^ — Vil* + y — d)z + A- + (6 — d){y — d)p 
<^ z[z — b){z — v) 



— to 



se reduit au rcsidu correspondant a ^ = o, lequel est egal h 

{h — d)(v — d)i) + k 
hv 

tandis que le résidu integral 

"^ V" ?^^* — iK^ + v — <-l)z + h + {h — d){v — d)p 



— to 



z{z — hy^z — v) 



est egal a la somme des résidus correspondant a ^ = et a^=t;; 
ces résidus sont respectivenient égaux a 



leur somme est donc 





{b d){v d)p \-k 






hv 


> 




d{b '—d)p + k , 






{b — v) v 




{h 


— d){h + d v)2y 


k 



6(6 — v) 
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Il résulte par conséquent de ces formules 

On voit donc que de Texpression des valeurs limites de Tintégrale 
Jf[x)dx a laide de résidus intégraux, découlent toutes los formules com- 

a 

muniquées dans mon mémoire, inséré dans le Journal de Liouville sous 
le titre: Sur les valeurs limites des intégrdles. 

§ 8. Il est facile de s'assurer de Texactitude des valeurs limites de 

v 

Tintégrale jf{x)dx que nous avons trouvées pour le cas ou Ton connait 

a 

les valeurs des intégrales 



6 



Jf{x)dx, fxf{x)dXj "^ fx^f{x)dXj ... 



a 



et que de plus la fonction inconnue f{x) reste positive entré a et ft, ä 

Taide de Téquation 

b 

JUf{x)dx = lUF{z) 

a 

laquelle aura toujours lieu, en conséquence des propriétés de la fonction 
rationnelle F[z) déterminée par les formules (3), (4), (6), (7), sitöt que 
U désigne une fonction entiére dont le degré est moindre que le nombre 

des intégrales données 

b b b 

ff{x)dXj fxf{x)dXj fx^f{x)dx, .... 

a • a a 

Quant a la déduetion de ces memes formules par la méthode des 
quantités maxima et minima, cette question sera Tobjet d*uii mémoire 
particulier, dans lequel nous montrerons aussi d'autres applications de la 
fonction rationnelle F{z). On verra entré autre que les deux racines 
de réquation 
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les plus rapprochées de la racine 

fournissent la solution du probléme suivant par rapport ä la fonction 
f{x): dans quelles limites, en partant de x =^ v ou en'finissant par rr = t;, 
la f önation f{x) peut dle avoir une valeur constante égäle å zéro? 

En assignant a v dans les formules qui déterminent F{z) certaiiies 
valeurs spéciales, nous trouvons deux fractions F^{z\ F^{z) telles, que 
les résidus intégraifx 



a — ta a — o» 



représentent les valeurs limites de Tintégrale 

6 

ff{x)e{'x)dx 

a 

sous condition, que pour toutes les valeurs de x entré ^r = a et a; = ä 
la fonction d{x) reste finie et continue et que sa dérivée, dont Tordre 
est egal au nombre des intégrales données 



b b b 



ff{x)dXy Cxf{x)dXy fx^f{x)dXf . . . , 

a a a 

ne change pas de signe. Si le nombre de ces intégrales est pair, ces 
valeurs spéciales de F(z) peuvent étre déduites des formules (3) et (4) 
en supposant v = b^ ou bien v egal ä une racine quelconque de lequa* 

tion ^m{^) = O' Si au contraire le nombre des intégrales données 

b b b 

ff{x)dXy fxf{x)dXy . . . , Cx^'^f{x)dx, 

a a 

est impair, les fractions F^{z) et F^{z) peuvent étre déduites des formules 
(3) ^* (6) en supposant v = a^ v = b. 

A Taide des fractionS; déterminées par les formules (3), (4), (6), (7) 
on peut aussi trouver les valeurs limites de Tintégrale 

ff{x)dx 

a 

quelles que soient w, v pourvu seulement, que dans les intégrales données 
Tune des limites soit égale k + oo. 



57 



SUR UNE QUESTION DE MAXIMUM ET DE MINIMUM 



PROPOSÉE PAR M. TCHEBYCHEFF 



PAB 



A. MAEKOFF 

& S:t PÉTERSBOURO 



M. TcHEBYCHEFF ä proposé en 1874' une question tres intéressante 
reltttive a certains maxima et minima. Ayant eu occasion d'approfondir 
cette matiére, je me permete d'exposer ici les considérations qui m*onfe 
amené a la resolution de la question de M. Tchebycueff d'une inaniére 
qui me semble étre tres générale. 

Notations et conditions: 

1) Xi{z), Aj(^X •••' K+\{'i)i ^(•2') sont des fonctions données de z; 

2) je pose 

Åi{z) , Åi{z) , ..., kt{z) 



A = 






Ar'>(^), 4*-"(^), 



.., Å','{z) 



• • , >^r\z) 



4"(^) = 



dz 



3) et 



A.Cä) = 







* Sur les valeurs limites des intégrales (Journal de mathématiques pures 
et appliqudes, '874). 
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4) a et h sont des nombres donnés, 

5) ^1, Wj, . . . , m^ des nombres positifs et indéterminés, 

6) ^1, 2/2? • • • > ^y ^^^ nombres indéterminés compris entré a et 6, 

7) v restant aussi indéterminé, 

8) et on a 

7)i > o, A > o> • • • , -D^+i > o 
ö>o, A,(i^)>o, A2(ii)>o A„+i(i;>)>o 

pour toufes les valeurs de z comprises entré a et 6. 

. Le hut final de cette note est la resolution de la question suivante: 
Il faut trouver les nombres 

tels que les sommes 

aient des valeurs prises a priori 

«!, a^J • • • > Q^n + l 

et en méme temps tels que la somme 

étendue aux valeurs de y^, qui ne dépassent pas une certÄine limite v 
{a <v < ft), soit maximum ou minimum. 

Remarque 1. Nous supposons d'abord que les équations 

sont compatibles. 

Remarque 2. Pour plus de facilité on peut exprimer les sommes 
considérées de la maniére suivante 

b b b b 

a a a a 

t 

et avec 9a rien ne nous empöche d*étendre ces sommes a toutes les va- 
leurs de y comprises entré a et 6 ou bien entré a et t;: il suffit seule- 
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meiit de prendre m egal a zéro pour toutes les valeurs de y excepté 
!/ij y-i} • • • > yy Uemarquons qu*en résolvant la question proposée, nous 
obtenons en incme teinps les limites exactes de la valeur de Tiiitégrale 

fii{y)f{y)d>i, 

a 

lorsque les valeurs des intégrales 

b b b 

fK[y)f{!i)dy, f>Mf{y)(iy, ■ ■ ■ , fK^xf{y)dy 



a 



sont données et qu'aucune fonctioii /*(y) ne peut devenir negative entré 
les limites de Tintégration: 
Formule importante:^ 



ou bien 



A-..A.(i>) = A.%i-^-)-^.A...(i^) 



A,{iI)=J^.-^(^±:l^Y 



/>,_! dz\ Dt ) 

Théoréme 1. Quelles que soient les valeurs des constantes 

PkJ Pt-\-\j Pl-^2 9 • • • > Pn-k-l 

réquation 

ne peut pas avoir plus de n — & -}- i racines entré a et i. 

Demonstration. Désignons le premier membre de notre équation par 
^k-\{^)' En vertu de la formule précédente on a 

et par eonséquent dans Tintervalle entré a et 6 le nombre des raeines 
de réquation 



* Brioscui^ Théorie des déterininants, 1856. Formules 14 et 93. 
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ne peut dépasser le nombre des racines de Téquation 

que d'une unité. 

Pour la mcme raison le nombre des racines de Téquation 

dans rintervalle entré a et i ne peut surpasser que d'une unité le nombre 
des racines de Téquation 

(P,^,{z) = o 

dans le méme intervalle. 

En répétant successivement les mémes considérations nous arrivons 
enfin äTéquation 

qui n'a point de racines dans Tintervalle entré a et b. 
Or le nombre des racines de Téquation primitive 

dans rintervalle de a a ö ne peut surpasser que de n — k -{- i unités 
le nombre des racines de la derniere équation 

Notre théoréme en résulte immédiatement. 
Corollaire. Quels que soient les nombres 

compris entré a et ft et les nombres 

avec la condition n — jj. + i >^/i, il existe seulement un systéme de valeurs 
des coefficients 

Piy P^J • • • > Pn-\-\ 

pour lequel la fonction 
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satisfait aux équutions 
(P(y,) = ^,, 0(y,) = ^, . . . , 0{y,) = Ä,„ . . . , (P(y»_,.+,) = Ä,_^^y 

Théoréme 2. Conservant les notations du théoréuie précédent, nous 
pouvons affirmer, que le nombrc des racines de 1'équation 

comprises entré a et c {a < c < b) augmenté du nonibre des racines de' 
lequation 

comprises entré c et 6 ne peut étre plus grand que n — & + 2. 
Demonstration. Adrnettons que les racines des équations 

<l>t-i{^) = A,_i(i>) et (P,_,{z) = o, 

étant raugces par ordre croissant, sont 

x\*'~^\ x^2^^\ . . . , x^^"^^ pour la premiére équation et 
^ff+i\ ^^g+2\ • • • j 4+A^ P^"^ 1^ seconde. 

Pour ^ "< 1 notre théoréme se raméne au précédent. Mais lorsqu^on 
a, ff > I , il est bien facile de voir que Téquation 

aura g — i racines 

dans Tintervalle de a a xf~^^ et que Téquation 

devra contenir h — i racines comprises entré ic^Vi^^ ^'* ^ ^* encore une 
racine entré x^gii et a;^/4r/\ 

Poussant plus loin les mémes raisonnements nous arrivons enfin a 
nous convaincre que Téquation 

doit q,voir h racines entré a ^t b. 
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Il en résulU?, qu'en vertu du théorénie précédent nous <avons 

h <n — k — /7 + 2 
et 

c'est ce qu'il fallait démoiitrer. 

Corollaire. Etant doiinés, dans rintervalle entré a et 6, n + i nombres 

Xi Ki X2 *C ^3 \ • • • <C iC/ ^ .^/^ 1 <C • • . <C "^ji^-i 

dont les I premiers satisfont a Téquatiou 

0{z) == S{z) 
tandis que les n — Z + i autres noinbres satisfont a Téquation 

0[z) = O, 

on peut alors se convaincre, que Ton aura toujours 



</>(^f) < S{2) 


po ur 


Xi ^^ Z ^» XfA.^ 


0{z) > Q{z) 


pour 


Xj ] ^>* Z ^* Xi 


0{z) < ä{z) 


pour 


^1—2 ^ Z ^ •^/— 1 


{- ,)' 0{z) > {- 1)' Q{z) 


pour 


x^ < z < x^ 


•( iy^^0{z)>{ jy^'ä{z) 


pour 


p 

a < z < x^ 


0{z) > • 


pour 


Xi <c z *C Xi^i 


0{z) < 

• 


pour 

# # # 


'^i+i < -2? < Xi^2 


( lY''0{z)>O 


pour 


X,<Z< X^^, 


( IY-^^'0{Z)>O 


pour 


^«+i <^<b. 



Donnant maintenant ä quelques-uns des nombres 

Xij X^y • • • j ^n + 1 

des valeurs de plus en plus rapprochées ju8qu'a la formation de racines 
multiples, il n'est point difficile de déduire des propositions d'uiie assez 
grande importance. 
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ti -^ I 

Théoréme 3. Lorsqu'on a nombres 

Xi ^ X2 *C . . . ^ *^n-\-\ 

compris entré a et ft et encore f- i nombres positifs 

M, 3f„ M^, ..., M„_+,, 

2 

n ctant impair, on aura toujours les inégalités 



Xi 



> MQ{a) + Miii{x^) + . . . + JJf,_,i2(a;,_,) 
pour chaque systéme de nombres m Qt y satisfaisant aux conditions 

m> o, a <y <b 

YinX,{y) = MK{a) + itf,A,(x,) + . . . + M„^,X,{x,^,) . 



(t = l, 2, 3, ...,« + !) 



Demonstration. Posons 

V'{z) = q,X,{z) -\- q^Kiz) + ' ■ ' + <7,+iA,+,(^) 
et déterminons les constantes 

conformément aux conditions 

0{a) = «*•(«) = Q{a), 

0{x,) = ¥(x,) = ä{x,), (P^ix,) = r{x,) = äf{xr) 

0{x,) = >P{x,) = ä{x,), 0^{x,) = r{x,) = är{x,) 



0{X,\ = ä{x,), ¥{X,) = o, 



3 3 3 3 
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On a alors preiiiiérement, d'aprés le corollaire du théoréme précédent 



Xi XI Xi 



Hm^iy) > lLm0{y) > llmS{y) > T.mW{y) > llm¥(y) 

a a a a a 

et d'autre part il est facile de voir que 

Ym0{y) = Mä{a) + Jtf,i?(a;,) + . . . + i»f<_,i?(a;,_,) + 3i;.i?(a;,) 
et 

6 • 

j:m>l>'{y) = Mii{a) + M^ä{x^) + • • • + M,_^ä{Xi_,). 

D'oii résultent imniédiatement nos inégalités citées ci-dessus. 

ti. "^ I 
Théoréme 4. Lorsqu'on a nombres 

Xl < Xq <^ . . . < X„^l 

"T" 

compris entré a et ft et encore 1- i nombres positifs 

2 

n étant impair, on aura toujours les inégalités 



Xi 



Tmä{y) < Jlf,i?(a;,) + . . . + M<_ii?(a;<_,) + ilf,i3(a;,) 

a 

pour chaque systéme de nombres m et y, satisfaisant aux conditions 

m > O, a < y < by 

b 

ZwA,(y) = MM^i) + J^2^^,) + . . . + M^^M^^^i) + M%{b). 

T- -T 

(* = 1,2,8,...,« + 1) 

La demonstration de ce théoréme est la méme que celle du précédent. 

m I f 

Théoréme 5. Si, n étant impair, il. y avait un des nombres 

Xly X^y • • • > ^l» + l 

2 

{a <x^< X2< ^ * » < rr„^, < h) 
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egal a a ou ä 6 et en méme temps si 

2 

étaient des nombres positifs, il n'y aurait alors qu'iin systéme de nombres 
m et y satisfaisant aux conditioris 

m > o, a < y < bj 



a-1,2,3 n4.l) 



savoir 

y = x^^ .Tj, . . . , Xf^^' 



2 

Ce dernier théorérne peut étre déduit des précédents comme un cas 
particulier. 

Il peut encore étre démontré indépendammfent par la méthode pré- 
cédente. 

Remarque 1. Il est evident que tous nos théorcmes ont lieu aussi 
dans le cas, oii a et i sont remplacés par d^autres quantités a' et b' 
satisfaisant ä la condition 

a<a' <b' <b, 

Remarque 2. Pour la resolution compléte de notre question il 
faudrait donner encore quelques théorémes seniblables aux 'précédents. 

Nous nous bornerons cependant aux théorémes citis ci-dessus, par- 
ce que nous avons en vue de considérer seulement le cas, ou n est im- 
pair et v n'est pas egal a 6. 

La resolution de la question posée, dans le cas de n impair et t; < 6, 
consiste dans la proposition suivante: 

Les maximum et minimum cherchés de la somme 

^mii{y) 

a 

correspondent au cas entiérement déflni ou m nVst différent de zéro que 

Acfa mafhfmatira. 9. Tmprimé le IG Octobre 1880. 9 
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ponr h I valeurs de y? parmi lesquelles se trouvent v et un des 

nombres a et b. 

Or le maximum ne diflFére du minimum que d'un termo de toute 

somme HmQ{y)j précisément du terme, qui correspond a la valeur y = v. 

pour avoir le maximum il faut introduire ce terme dans la somme, pour 
le minimum il ne faut pas Tintroduire. 

Demonstration. L'existence du maximum et du minimum est considérée 
eomme évidente a priori, eomme on le fait souvent dans d^autres oas. 

Démontrons maintenant que dans tous les oas excepté dans le cas 

ci-dessus on peut augmenter ou diminuer la somme Swi2(y) ä volonté. 

a 

Remarquons encorc qu'en comparant los deux sommes nous a Hons 
souvent y laisser de coté les termes communs en diminuant d^apres cela 
le nombre des termes. 

Premier cas. Etant donnc / = , soient 

2 ' 

y, < y, < . . . < y,^, 

des valcurs de ;/ diflférentes entré ellcs, auxquelles correspondent des 
valeurs positives de m 

Supposons encore que Ton a 
On peut donner aux nombres 

quelques accroissements infiniment petits 

et afin que les sommes 

h b h 



^ 
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restent sans changement, ces accroissements doivent satisfaire aux équations 

(wj + /i,)^(yi) + (^2 + ih)K^j'i + S2) + • • . + 0>v+i + /^^^^(y.-fi + ev'+i) 

Uaccroissement correspondant de la somme 

a 

est egal a 

(»», + ii,)ii{y,) + (»H, + /i,)%, + £,)+ . . . + (>«, + /i/)i^(yi + s<) 

— JH, 12(7/,) — «tj,Ä(y,) — ... — m, ii(y,). 

Les équations précédentes ne déterminent que les rapporte réciproques 
des accroissements 

de maniére qu'on peut prendre Tun de ces accroissements comme arbitraire. 
On peut encore se convaincre a Taide du théoréme 5, que toutes les 
quantités infiniment petites 

^2 9 £3, • • • 9 ^y' + l 

sorit d'un méme ordre et les quantités 

P-v) [hy • • • ? /V+i 

sont du méme ordre ou bien quelques-unes de ces derniéres peuvent 
étre d'un ordre supérieur. 

Par conséquent e, peut étre pris ä volonté positif ou négatif. 

Si l'on a Sj > o, alors d^aprés le théoréme 3 (rempla9ant a par yj 

t' 

Taccroissement de la somme ^mil[y) devient positif; au cas contraire il 

sera négatif. 

Gette transformation peut étre pratiquée aussi dans le cas, oii y^^ a. 

Mais si Ton a y^j^y^ = 6, cette transformation n'est plus possible, 
parce qu'alors il est impossible de changer le signe de s^^^j ä volonté 
(^.>i < o). 
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Dans ce cas on peut en vertu du théoréme 4 augmenter ou dirninuer 

v 

la somme Smi2(y) en faisant varier les valeurs de 

Quant au cas de v/i = a et y^^^ = 6, nous le considérons a part. 
Le second cas ne differe du précédent que par 

y, = a et y,.^., = b. 

Désignons par m^'^ la valeur de m correspondante k y = v. On peut 
donner aux nombres 

des accroissements infiniment petits 

(r) 

^2 > ^3 » • • • > ^/ > /My /hy . • . j /V 4- 1 > /^ 

satisfaisant aux équations 

(»»1 + /'O^(yi) + ('«2 + /Ai)^(;y2 + £2) + ••• + («'.• + /v)^(y/ + e.) 
+ (»V+ 1 + /t.-+ 1) -^i (yy+ 1) + /i"' /* ( v ) = w*, A^ (yO + »tj Ai (ys) + . . . + «».■ + 1 ^i (j/,+ 1)- 

(t = l,i,» n + 1) 

s 

Le nombre de nos équations est moindre d'une unité que celui des accrois- 
sements. 

Cependant dans ce cas il est impossible de changer les signes des 
accroissements car m^"^ peut étre egal a zéro et par conséquent on doit 

poser 

//'^ > o 

afin que la somme m^'^ + fJ^^'^ soit absolument positive. Or d'aprés le 
théoréme 5 on peut démontrer, que 

fil <o et fjL^'^^ < o. 

v 

Quant ä Taccroissement de la somme ^7nQ{y), il peut étre pris a volonté 

a 

egal a Texpression 

K + /i»)^CVi + «.)+•••+('"< + fiiMy, + £*) + /i"'ii{v) 
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ou a rexprcssion 

(/w., + /t,) i2(y2 + £2) + . . . + K + l^)^(Vi + ^) 
— (— /ii)ii{yy) — DhH^y.,) — ... — m,ii{ij). 

La premiére de ces expressions est positive d'aprés le théorémc (4) et la 
seconde est negative. 

Troisiéme cas. Soient 

des valeurs différentes de y, auxquelles correspondent des valeurs po- 
sitives de m 

Nous supposons de plus qu'aucune de ces valeurs de y n'est égale ni a 
a ni ä b. 

Conime dans ce qui précéde on peut donner aux noinbres 

des accroissements infiniment petits 

Si , Sjj • • • 9 ^y'j /^IJ f^'2J • • • f fK'9 f^ > 

• /i^"^ étant > o. 

IL est facile de conclure d'aprés le théorémc 5 que Ton a 

£1 < o et e^' > o. 

Ensuite d'aprés les théorémes 3 et 4, comme nous Tavons fait auparavant, 
nous déduisons qu'on peut auginenter ou diminuer a volonté la somme 

v 

Ymii{y) 

• a 

Concliision. Ayant égard aux resultats de nos considérations, il n'est 
pas difficile de voir, comme nous Tavons dit, que les maximum et mi- 
nimum cherchés ne peuvent avoir lieu que dans le cas, oii 

n + I 

if = f- 1 
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et en iiiéme temps oii se trouvent panni les quantités 

y\y Vij • • • > Vv 

la valeur v et une des valeur a et h, EfiFectivenient les tbéoremes 3 et 
4 nou3 montrent que dans ce oas la somme ^mii{y) atteint le maximum 

a 

ou le minimum selon que nous comptons ou ne comptons pas la quantité 
■m^*^Q{v) appartenant a ses termes. 

Remarque. D'une maniére analogue a ce qui précéde on peut 
donner la resolution de notre question dans les oas, ou on a t; = h ou 
bien n étant pair. 

Remarquons encore que dans mon mémoire sur quelques applicafions 
des fractions continues ^ j'ai discuté le cas particulier 011 

Dans ce cas les inconnues 

se déterminent comme les racines d'une certaine cquation algébrique. 
Quant aux inconnues 

on les détermine ä Taide d*un systéme d equations du premier degré par 
les valeurs 

!/ii !/'iy • • • > l/v 

trouvées a u para vant. 

S:t Pétersbourg, Janvier 1886. 



* MAPKOB'L, A., O H^KOTOPHX^ nPMJ03KEHI«X'b A.irEBPAM4ECKMXl> HEnPEPUBHUXl» . 

AfobeS. C.-IlETEPBypri» 1884. 
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SUR UNE DEMONSTRATION DU 

THÉORÉME FONDAMENTAL DE LA THÉORIE DES ÉQUATIONS 

ALGÉBRIQUES 

PAE 

GINO LOEIA 

t 

A MANTOUE. 



La demonstration du théoréine fondamental de la théorie des équa- 
tions algébriques, que M. Holst vient d'exposer dans les Acta mathe- 
matica (T. 8, p. 155 et suiv.) n^est pas nouvelle quant au fond. En 
eflfet, dans un ouvrage — peut-étre peu répandu — qui a paru pour la 
premiére fois en 1828 et dont la seconde edition a été publiée il y vingt- 
cinq ans sous le tit re La vraie théorie des quantités negatives et des quan- 
tités prétendues imaginaires. Dédié aux amis de Vévidence par C. V, Mourey 
(Paris, Mallet-Bachelier, 1861), on en trouve une qui est tout-a-fait sem- 
blable a celle du sa vant norvégien.* 

Les seules différences qu on reinarque entré le raisonnement de M. 
Holst et celui de Mourey consistent dans lordre et dans le caehet géonié- 
trique qu'y a donné ce dernier. Il débute en effet (p. 76) en se posant 
le probléme: Påtänt donnés de position dans un plan plusieurs points en 
nombre quelconque, trouver un point de ce plan tel que, si Ton tire les 
chemins * qui le joignent aux points donnés, leur produit soit egal a un 
chemin donné; et il remarque ensuite que, si Tun des points donnés re- 
présente le. nombre o (hypothése toujours réalisable), la solution du pro- 

* Comp. Lrou VILLE, Sur le prindpe fondamental de la théorie des éqttations algé- 
briques^ (Journal de niathématiques, T. IV, 1839). 

^ 2>ChemiDX> a ici la méme sigoificatioD que le mot allcmand DStrecke», 

4eta mmthåmatiea, 0. Imprlmé le 16 Octobre 1886« 
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bléme dépend de la resolution d'une équation de degré egal au noinbre 
des points donnés et de la forme suivante: 

(A) x{b + x){c + x).. . = g. 

Il ajoute: dSi tout probléme de cette nature peut étre résolu au moins 
d'une inaniére et si toute équation a une seule inconnue est la traduction 
d'un probléme de cette nature (c'est-a-dire si elle peut se mettre sous la 
forme (A)), il 8'ensuivra que toute équation a au raoins une racine.D 

Or, pour prouver la premiére de ces propositions, il décompose 
réquation (A) en deux autres qui ne sont autre chose que la Modul- 
gleichung et V Ärgumentgleichung de M. Holst, et il montre (par des rai- 
sonnements qui offrent une analogie saisissante avec ceux de M. Holst) 
qu'elles ont au moins une solution; pour démontrer la seconde des pro- 
positions précédentes, il fait voir qu elle revient a admettre qu'une équa- 
tion de degré n — i a w — i racines. Cest le point de départ de M. 
Holst, tandis qu'on peut dire que la base du raisonnement de Mourey 
est réquation (i) du mémoirc de ce géométre. 

Je crois que ces indications seront suffisantes pour justifier la remorquc 
faite par moi au debut de cette petite note. 

Mantoue, 15 Juillet 1886. 
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DIE FLÄCHEN CONSTANTER KROMM.UNG 

MIT EINEM SYSTEM SPHÄRISCHER KROMMUNGSLINIEN 

DARGESTELLT MIT HILFE VON 

THETAFUNCTIONEN ZWEIER VARIABELN 



VON 

HERMANN DOBRINER 

in FRANKFURT a/M. 

Dic Flächen constanter KrOmmung mit einem System sphärischer 
Krttmmungslinien hat zuerst Enneper ^ untersucht. Zur analytischen Dar- 
stellung derselben verwendct er drei Functionen einer Veranderlichen w, 
die erst diirch Integration von gewöhnlichen DifFerentialgleichungen zu 
finden sind. 

Zwei von diesen Functionen, in der ENNEl»^:K'schen Abhandlung mit 
p und q bezeichnet, genttgen zwei simultanen DifFerentialgleichungen 
zweiter Ordnung,^ för welche die beiden ersten Integrale bekannt sind.' 
Die dritte Function y ist eine particulare, keine willkHrliehe Constante 
enthaltende Lösung der DifiFerentialgleichung * 

^' ^ du (jq q 



* Nachrichten der K. Ocsellschaft der Wissenschaften zu Oöttingen 
aus dem Jahre 1 868, p. 421 — 443 • 

* a. a. O., p. 42 5 1 Gleich ungssystem (7). 

' a. a. O., p. 426, (10) uod p. 43 1, vierte Oleichung von (26). 

* a. a. O., p. 426, (ii). 

Åcta tnathematica. 9. Imprimé le 23 Octobre 188G. 10 
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In dieser bedeutet g die Constante, deren reciprokem Quadrat das 
positiv angenommene KrQmmungsmass der gesuchten Flache gleich ist. 

Die Integration dieser drei DifFerentialgleichungen hat Enneper -nicht 
ausgeftlhrt. Er bemerkt am Schlusse seiner Abhandlung: Die Bestimmung 
von py q imd (p in Function von u scheint auf grosse Schwierigkeiten zu 
stossen, Auch von anderer Seite ist, soweit mir bekannt, die lösung des- 
Problems nicht weiter gefuhrt worden. 

Mir war bereits vor längerer Zeit die Integration der Gleichungen 
för p und q gelungen. Ich fand, dass diese Grössen als Quotienten von 
Ö-Fiinctionen zweier Veränderlichen darstellbar sind. Dieses Resultat 
iiess es aber kaum wahrscheinlich erscheinen, dass auch die direete Inte- 
gration der Gleichung fftr f> gelingen werde. 

Die Beschaftigung mit der allgemeinen Theorie der Fladien mit 
einem System spharischer Krömmungslinien Iiess mich indessen erkennen, 
dass jene Gleichung in gewissem Sinne nur von secundärer Bedeutung ist. 

Wenn die Mittelpunkte der die sphärischen KrOmmungslinien oscu- 
lirenden Kugeln sammtlich auf einer Geraden liegen — und das ist bei 
den Flachen constanter Krtlmmung der Fall — so ist, wie ich nach- 
gewiesen habe,^ zur Darstellung der Fläche in erster Reihe die Kenntniss 
zweier Systeme von je 9 Grössen erforderlich, zwischen denen die Be- 
dingungsgleichungen einer orthogonalen Substitution bestehn. Geometrisch 
besagt dieses, dass man zwei (imaginäre) Raumcurven zu bestimmen hat, 
die in den Richtungscosinus ihrer Tangenten, Haupt- und Binormalen jene 
orthogonalen Systeme liefern. 

Sind ftlr eine dieser Curven der Krttmmungsradius und der Radius 
der Torsion in Function der unabhangigen Variabeln u gegeben, so er- 
wächst die Aufgabe die Werthe der erwähnten neun Richtungscosinus zu 
bestimmen. Und diese Aufgabe ftthrt auf eine Gleichung von der Form ^ 

£= M + /;(w)cosj^. 

Bei ENNErER kommen nun die imaginären Hilfscurven zwar noch 
nicht zur Verwendung. Aber die Gleichung (a) dient doch wesentlich 



* Crelle^s Journal, Bd. 94, p. 153 — 155. 

' Vgl. darUber die Abhandlung von Hoppe, Crelles Journal, Bd. 63, p. 122. 
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zur Aufsuchung der Eleinente der einen Curve, fftr welche in jp und q 
Grössen bcstiinint sind, die mit ihrem Krttmmungs- und Torsionsradius 
in einfachem Zusammenhange stehn. Die Integration von (a) wäre dem- 
nach nicht zu umgehn, wenn man nicht auf andere Weise zu dem ge- 
suchten Orthogönal-Systeme gelangen könnte. Nun legt aber der Um- 
stand, dass p und q Ö-Quotienten gleich sind, die Vcrmuthung nahe, dass 
dasselbe mit dem bekaimten aus den 9 Quotienten der graden tf-Func- 
tionen gebildeten Orthogonal-Systerae identisch sei. Und diese Vermu- 
thung findfet sich bestätigt. 

Die Elemente der zweiten Hilfscurve lassen sich durcli ?9-Functionen 
einer Variabeln darstellen, wie nuch den Ergebnissen der Ennepeu schen 
Arbeit vorauszusehn war. 

Die folgende Untersuchung geht nur anfangs den von Enneper ein- 
geschlagenen Weg; sie schliesst sich der in meiner oben angeftihrten Arbeit 
— die ich in Citaten kurz mit F. bezeichnen will — gegebenen Dar- 
stellung der Flächen mit einem System sphärischer Krttmmungslinien an. 



Unter dem Parameter v war in F. die Länge des Bogens der Mittel- 
punktscurve, gemessen von einem beliebigen Anfangspunkte bis zum 
Centrum einer Osculationskugel, verstanden. Jetzt soll tlber v in anderer 
Weise verfögt werden; deshalb ersetze ich tiberall v durch V. 

Bezeichnet man 



idV . idV 
j mit q.. , 

1) dv ^1' q dv 


mit 


y-iv 


mit p, und 
w^ -^1 w. 


mit 


P,^ 



so lässt sich das Ergebniss des Abschnitts III d) {F. p. 153 — 155) hin- 
sichtlich der Plächen mit gradliniger Mittel punktscurve kurz wie folgt 
darstellen. 

Man bestimme zwei Systeme von je 9 Grössen, Z^^, w^^, »^ und 
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Kj /hj ^hj {h = I, 2, 3), (lie einzeln den Bedingungsgleichungen einer Or- 
thogonal-Substitution und den Differentialgleicliungen: 



(O 

und 

(2) 



dv 



= ^^l^A, 



dnii 
dv 



= q^^Hj 



dns 
dv 



iQih — q%^i 



(Ä-1,2,8) 



dXh . , . 



(//iA 



dti 



= — ii>i^A, 



c2v 



A 



du 



= — ip%K 



genQgen. In den letzteren sind y^, q^ zwei willkQrliche Functionen von 
v und p^y p^ zwei willkftrliche Functionen von u. Die Grössen ly m, n 
hängen allein von der Variabeln t;, die A, /å, \f allein von u ab. 

Fuhrt man ein drittes Orthogonal-System x,,y yf^, Zj, durch die Glei- 
ch ungen (F. 63) 



(3) 



^1 


I 








i-A^Ä^A 


Vi - 


.^aHa^ 

i-A^A^A 








^l = 


.I-awia^a 

^A^A^A 


(Ä 


Sa Wa Va 
' Ull ' 

- I, 2, 3) 


^A^A^A 



ein und bestimmt unter Benutzung einer weitern willktlrlichen Function 
von Vy Vy die Grössen B sm a und iJcosö- durch die Gleichungen 



(4) 



80 wird durch 



i? sin ö- = 



I dV 



dv 



(5) 



dli CCS (T %dV 
dv q^ dv 



Xj — F = ^j . jR cos (T — y^ . i? sin ö-, 
X = z .B cos (T — y« . -B sin ö-, 



X 



z^ . jR cos G — ?/g . i? sin ö- 



eine Fläche dargestellt, deren Krttmmungslinie v auf einer Kugel mit 
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dem Kadius R liegt. Diese Kugel hat ihr Centrum auf der Axe der x^ 
im Abstande V vom Nullpunkt und schneidet die Fläche unter dem 
Winkel a. 

Differentiirt man die in (3) gegebenen Grössen x^^ijf^^z^ nach u und 
nach Vj so gelangt man zu den Gleichungssystemen {F. 4'' und 4**) und 
findet fQr 3f, P, N und Q die Werthe: 



(6) 



• 



p-,y 



a^»' 



N= g, a;,, 



Ebcnso liefert die Differentiation der Coordinaten Xj , Xj, X, in Hficksicht 
auf die Gleichungen 

die AusdrQcke 






(7) 



/*= P.Rcosa — J/. JBsinö-, 



dV 



g = Q.Rcos(T + ^y, 



dv 



dK sin (T 
dv 



Ist Vf,, m'^y n[ ein zweites Orthogonal-System, welches den Gleichungen (i) 
genttgt, so muss es mit lf^, nif^y n^ durch eine lineare Substitution von der 
Form: 



(*-l,2, 3) 



< = ofAiWi + aA2n2 + a^gW» 

verbunden sein. Ersetzt man in den Gleichungen (3) tlberall 1,^, m^y n^ 
durch Vf,y wi, n^, so geht in diesen nur die Veränderung vor, dass an 
Stelle der ^, /ly^, v,, lineare Functionen derselben, Ai, /i^, v^, treten, die 
sich wie folgt darstellen: 



/4 = «ia/^i + ^'2h/h + »sA/^y) 



(A- 1,2, 8) 



^n = ^Ih^l + «2aJ^2 + «3A»^3- 
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Hieraus ziehen wir einen wichtigen Schluss. Wenii q^ uiid (j^ ge- 
gebene Functionen sind und man 1,^, nif^y n^ durch Integration der Glei- 
chungen (i) zu finden hat, so ist es ohne Beeinträchtigung der Allgernein- 
heit gestattet, fQr dieselben ein beliebiges particulares System von Integral- 
gleichungen zu wahlen, wenn nur för ^, /i^, v^ die vollstilndigen Integral- 
gleichungen des Systems (2) zur Verfttgung stehn. 

Geht man dazu tlber die Constanz des Krömmungsmasses als Be- 
dingung einzuföhren, so hat man der Untersuchung zunächst die allge- 
meinen Formeln des Abschnitts {F. I.) zu Grunde zu legen, die sich auf 
Flächen mit doppeltgekrttmmter Mittelpunktscurve beziehen, und mit dem 
Nachweise zu beginnen, dass cs eine Folge obiger Bedingung ist, dass 
die Centra der osculirenden Kugeln auf einer Geraden liegen. 

Die Uber den Parameter v getroffene specielle Verfttgung hat, wie 
man leicht erkennt, fttr die Gleich ungen {F. 1) bis {F. 9) nur die eine 

Folge gehabt, dass -^ dem Richtun^cosinus (cosay^) einer Linie gleich 
gesetzt werden konnte. Schreibt man daher Qberall -— — ftlr cos^y^, so sind 

av 

jene Formeln ohne weiteres anwendbar. 

Da die Hauptkrftmmungsradien der Fläche 

Pi=j, und />, = I 



sind, 80 hat die Gleichung 

I 



PiPi 
die andere 



= k 



(8) PQ = kfg 

zur Folge. Multiplicirt man diese mit jeder der beiden folgenden 

Q 9v gdv ^ ^>' 

£ aQ _ I 3^ ( _ ■sjs 
P du f du ^ '' 
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80 erhalt man durch Integration 

p» = kf" + F(w), 
Q' = kg' + 0{v). 

Wenn man aber die neuen Variabeln u^ und v^ durch die Gleichungcn 



du^ = du yl— kF, dv^ = dvyJ0 



einftlhrt, so gehn gleichzeitig 



f, 



p, 



Q 



m 



f,yJ-kF, P,y/-kF, g,yj0y Qy/0 



ttber, und obige Gleichungen liefern in Verbindung mit (8) die einfachen 
Relationen 

p = ff, 



(9) 



Q' — kP' = i . 



In diesen haben wir den Index i wieder fortgelassen, wie wir auch an 
Stelle von «,, ?;, wieder u, v schreiben. 

Die erste Glcichung (7) känn nun in der Form: 



(10) 



M = P 



Rcoaa 



Q 



R sin ix kR sin (X 



geschrieben werden; hieraus folgt wegen 



Qdv kP dv' 



(I o 



dv B sill (T kH sixiff^ 



9Q ,paKco8<y 



dv 



PQ 



Rsimr Rsina 



Differentiirt man eine dieser Gleichungen nach u und beachtet, dass 



P du Q du 
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ist, SO findet man 

, . dN ^,,J?cos(T PN 



dv Raiua RbIikt 



Aus (lo) folgt ferner 



('3) ^= — ^^i;n^;r.+ 



du kRsiua kR ainff 

dN 

V.ergleicht man den obigen Werth von — mit dem aus {F. g) fol- 
genden, so findet man 

Kcos^ PN _y d / i dXl\ V I dX:^ 

^RBiUiT Rama~ ^'^' dv\R sina dv J ^ ^'^' Rsina dv ' 

nach der dritten Gleichung [F. g) ist aber wegen ff = P: 



mithin 



^*^*JRBin(Tdt; ""fisin^ ^JK sin^ ■*" if sin^ dhT ' 
* ^ dv\Rs\na dv ) R sina dv 



öder, wenn man fftr N seinen Werth aus (F. 9) substituirt: 

V r<W I dXl \ I dRsina dXn _ 

^*^* Idv \R sin^ dv ) {R sin/r)* ^~di 7lv.\ "" ^• 

dX 

Nun ist fXf, = — -^ ; es miisste also dicse Gleichunff, falls die Coeffieienten 

du ^ 

von rTj, iPj, rTg nicht sämmtlich verschwinden, eine andere von der Form 

X^W,{v) + X,W,iv) + X^W,{v) = W{v) 

zur Folge haben, welche besagen wttrde, dass die KrQmmungslinien 
v = Const nicht bios sphärisch sondern auch eben, also Kreise sind. 

Diesen Fall, der auf Rotationsflächen ftlhrt, schliessen wir von der 
Betrachtung aus. Dann haben wir den Coeffieienten von x^, gleich Null 
zu setzen und finden durch Integration: 

äXl 



dv 



= Cf,{Rfi\n(Ty (Ä-1.2,8) 
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worin c^, c^, c^ drei beliebige Constanten sind. Ans dleser Relation geht 
hervor, dass die Mittelpunkte (XJ, X^, X^) der osculatorischen Kugelflftchen 
auf einer Geraden liegen. Verlegt man in diese die Axe der Xj, so 
mtissen die Constanten c^ und c^ verschwinden und man hat, wenn man 
X^ = V und c^ = c setzt, 



dV 

dv 



== c{R sin ö•)^ 



Da wir nunmehr auf die ersten Formeln zuröckzugreifen berechtigt sind, 
so combiniren wir diese Gleichung mit (4) zu dem System: 



(•4) 



Ii sin <T = ^ 

C 

dR cos<T q^g^ 



dv 



ilV 
dv 



c 



§ 2. 

dO 

Aus (6) folgt ein Werth fttr — , welcher mit dem Werthe aus (i i) 



verglichen die Gleichung 

— ^[^i — g-} 






PQ 

sin /T Äsinrr 



liefert, in der ' -p- und -4^ abgekörzt mit q[ und oL bezeichnet sind. 
' dv dv ^ ^^ ^* 

Ersetzt man in ihr z^ und y^ durch ihre Werthe aus (6) und (7), so 
erhalt man mit Benutzung der Relation -^^ — kP^ = i: 



(15) 



rR cos<T = (7,7.' 



^M 



i> 



woraus durch Differentiation und Berftcksichtigung von (14) die Gleichung 
folgt: 



(16) Qxq'! — qi<i'\ = qx(h- 
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Nach {F. 4) ist 



dv 

aiidererseits liefert (7) 



^^1 — Q^x = QxA — ^i{— ^1^1 — ^2) 



71 7> 7» 



Hieraus folgt ein zweiter Ausdruck ftir -^, welcher dem ersten 



av 
gleichgesetzt folgende Gleichung ergiebt: 



dv \qV " ^1 7; 7. "^ Avy? 



of/^. C08<t)' 



dv \qi/ ^1 7J 7, /.vy? 7 

oder 

''^ /q'i\ 2 21^'^ ^*(^ cos<t)* 



(•7) ,f„(|)-';-»! + :fe- 



'y? 



. . . 2«' 

Multiplicirt man auf beiden Seiten mit -^ und addirt rochts 
hinzu, so erhält man 

dv\qV ^^''^' + %? ^ "^ .Zi; \ 7f / ^'^' 

und nach der Integration 

(18) ^ = 7i — ^2 — r-, + -^-r— + «, 



7? ^- Ay/; 7 



wo a eine beliebiore Constante ist. 

Durch Addition von (17) und (18) gelit eine Gleichung fttr yj' 
hervor, mittelst welcher man leicht mit Benutzung von (21) die analoge 
Gleichung ftir ^j' aufstellt: 



(•9) 



!/i" = afJ, + 2(7, (c/I — 17^), 



Flächen constanter KrttmmuDg dargestolU mit Hilfc voq ThetAfunctioDCD. 



83 



Ein Integral dieser Differcntialgleichungen liefert ( 1 8), weiin man c JJ cos o? 
durch {qiq2 — ?25'i) ersetzt; ein zweites ergiebt die Integration der Glei- 
ehung far 2q[qi — 2gig^': 



(20) 



Q? — Mt ~ ?»!?0' — «<?? — ?t + 9\(å = — V 



q? - ?r - <iq\ + (i + 'x)q\ - {q\ - g?)' = /9, 



wo y9 die Integrationsconstante ist. 

Aus (20) sind g^ undy^ ^^ Function von v zu bestimnien; ist dies 
geschehn, so liefern (14) und (15) ohne weiteres die Werthe voniislnö", 



dV 



B cos (T und -7- ; dann sind alle von v abhängigen Quantitäten bis auf 



dv 



die mittelst (i) zu findenden If^, nif^, Uj^ berechnet. 



§ 3. 

Die aus (6) folgenden Gleichungen 



(21) 






differentiire man nacli u und setze zur Abkörzung 



'Sx 



'^ -^ - {Mi,, + Pz,) = 



du 



w; 



inan hat dann 



(22) 



i>i^i— i»!» = 



ih^i — Pi^^ = — 



9P 




3m '^3 


dV 
^J^ 


+ 


3J»f 

3 m ^^ 



Leitet man hieraus die Determinantcn-Gleicbung 



A{p'iP2 —A) = (-^i^— "^y (^»^3 — M,) 
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ab und beachtet, dass nach (13), (10), (6) und (14) 

dP ^dM AT ,.,0 ,x.ov N c 



M 



du 



^ du "" hm sintf (^ ^^ ^ ~ k'R sin^ "" k'^^ 



ist, so gelangt man zu der ersten Gleichung fttr p^ und p^: 

(23) p[lh — p^Pi = —Y^' 

Mit Hilfe von (21) und (22) bilden wir ferner folgende Gleichungen: 

= jr + F' — {Mz, — Py.y, 



=(^%+ft,)&.+^>,)+<M',^+^^:> 



^Kl»!* + i^;') — 2-i:iW{p,p[ + ^,jji) + iv\pi + i;*) 






Wenn man in der letzten dcrselben {pip[ + jhpii) durch seincn Werth aus 
der zvveiten und dann iv'^ = {My^ + P^xY ^^^^'^ seincn Werth aus der 
ersten ersetzt, so erhält man: 



2\2 



A{p? + V?) - A{p\ + p^^ 



+ -:w + ys)(f y. + 1') - «!(-'^ + •P')(f y. + 1') 



+ ,4(My, + P,,)(3l'^ + p1} 



Nun fiige man rechts 



2 /i y 3 2 3 



5»*l/^,2 I ^,2\ (i^i^WTITi I .d2\ i ^Jijfi 



- {p\ + i^D - ^' (^' + •^') + T {^^h - py^y = o 
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hinzu, bringe clie Glieder mit {-p] + p^ auf die rechte Seite und dividire 
die ganze Gleichuiig durch a?J; dann erscheint sie iiach einer einfachen 
Umformung in folgender Gestalt: 

(24) p[' + p:; - {pi + p^-' + A{pi + p^ = B, 



WO 



Nun sind nach (10), (7) urid (6) die Grössen Mj y^ und z^ ganze 

lineare Fuiictionen von P und (? ^J^^t Coefficienten, die nur von v ab- 

hången; ein gleiches gilt von 

« 

I ^M q, dM . l dP q. dP 

~zr~ =^ irT~:r~ und ~t- = \rT" 

X^ du N du .Cj du N du 



und, wie sich leicht zeigen lasst, von 



{Mz,-I%) und L(^^,^-fj^y 
Erinnert man sich noch, dass oben die Determinante 

du du k^ * 

befunden wurde, so ist leicht zu tlbersehn, dass A und B als ganze 
Functionen zweiten Grades von P und Q darstellbar sind. Es zeigt sich 
aber, dass von den Gliedern mit P und Q nur die quadratischen Cibrig- 
bleiben, und dass auch diese verschwinden, wenn man die Relation 
Q'^ — kP'^ = I hinzuzieht. A und B sind also gewissen nur von v 
abhängigen Ausdrttcken gleich. Diese reduciren sich aber, wenn man 
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die Integralc (20) hinzuzieht, auf blosse Constaitten, so dass iscblicsslich 
för A und B folgende Werthe hervorgehn: 






B - /^ - « 



In (23) und (24) haben wir nun dic gesuchten Differentialgleichungen ^ 
fttr p, und jp,: 



(25) 



Pilh — PtPi = — Ii 



c 



P? + P-.' - {P\ + PX)' + V^ (/>! + f^ = 'V^' 



Sie sind die Integrale der Gleichungen zweiter Ordnung: 

I — a 



(26) 



Pi = 



jt 



k 
I — a 



P2 = 



Pi + ^Pi{pl +P^y 
P2 + ^P^ipi + P'^y 



welchevon wesentlich derselbcn Form sind, wie die des Systerns (19), denen 
g^ und q^ zu gentigen haben. Indessen ist es eine fttr die Integration 
vortheilhafte Vereinfachung, dass die Coefficienten von p^ und p^ einander 
gleich sind. Wir beginnen daher mit der Integration der Gleichungen 
(25) und lassen dann die des Systems (20) folgen. 



§ 4. 



Es ist 



{p'dh + p:yp.y = ip] + Mp? + P'^) - {P\P.-P'.P^)\ 



mithin nach (25) 



{P'ah + P'.P.y = {p\ + P'^' - 



^^(^i + i^r+^w+i^) 



c* 
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öder, wenn 



lA + pl^p 



gesetzt wird, 



(27) 






4 \dnl ^ k 



c 
k' 



wenn man mit 5j, 5^, Sg die W«rzein der cnbischen Gleicfcung 



a ■— I 



;2 



/9-« 



bezeichnet. 

Mittelst i9-Functionen einer Variabeln lasst sich also p als Function 
von u darstellen. 

Es seien die vier Functionen #oo(^)' *'oi(^)? *io(^^) ^^^^ *ii(*^) durch 
die Reihenentwicklungen 



*^*(«) =_5-^ 



(y, A = 0, 1) 



definirt und mit ?9^^, *^j, j9j^ die Werthe von t9^o(^)? *oi(^)' *io(^) ^^^ 
das Argument Null bezeichnet, 
Dann setze ich 



(28) 



p 


'\ 







p 


«2 






p 


«« 







und gelange durch Anwendung der Formeln 






^'«iö],(«) 



9?„.5>?,(«), 
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zu den Gleichungen: 



.s„ = s 



h 



10 






S« 5„ = 



/V* 



die zur Bestimmung des Moduls w und der neu eingeftihrten Coiistanten 
8 dienen können. Man känn sie jedoch durch die nachstehenden Glei- 



chungen 



(29) 



«i = 



s, =-- 



«3 = 



K{a) 



ersetzen, wenn man eine weitere 
dieser Gleichungen definirt ist. 
Aus (28) folgt 



Constante a benutzt, die durch eine 



1 dp 

2 du. 






'lHI"Oi "10 



'VJ.(«,) 



woraus in Verbindung mit (27) und (28) der Zusammenhang zwischen 
«, und M hervorgeht: 



\ du 






(30) 



dv^ yjs 



d 



u 



'v;. 



Unter yjs ist eine beliebige der beiden Wurzeln der Gleichung x' = s 
verstanden. 

Ersetzt man in der ersten Gleichung von (28) s^ durch seinen Werth 
aus (29), 80 crhalt man 



P 



%'V;,(«,)*'.^«) 



i'9^«(«.)*?.(«)-C(«)«?.(«)l, 
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dag ist 



(31) 



P = 



_ JrMx +a)^nK~^) 



*;i(tt|)*J,(a) 



Nun giebt (23) 



VlP^—P^Px = — Lt' 



folglich 



P\ + v\ 



c 



und 



Es ist aber 






a) 



*;,(wi + o)*,i(«,— o)— ön(wi— o)*„(m, + a) = Mi(«i+ o)*u(wi— a) + ^*M«i), 



^ = 



2^;. (g) . 



B = 



also 



B 



^!.(«.) 



*I.(a). ' 



*i.(w, + a)*,i(«i — «) 






und inithin 



•dt*, r^^^^i>J di*. if^B I (iu L ° *n 0^1 - «)J 

Aus der cubischen Gleichung, deren Wurzeln s^, 5^, ^3 sind, folgt die 
Relation 



^ — 5j S^S^ ~ 



B'»lo{a)»l{a){^l{a) 



c_ ^ y/— I «Vä*oo(«)*oi(»)'5^io(«) 



welche unter Zuhilfenahine von (30) den Werth des Factors vor der 
Klämmer zu berechnen gestattet. Versteht man unter yjs nach (30) 

^ii -7-^ ' so ist ^ic Wurzel yj—i eindeutig bestimmt durch die eindeutigen 
Werthc der tibrigen in der Gleichung vorkommenden Grössen ilnd soll 
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fortan mit i bezeichnet werden. Der Factor vor der Klämmer bestimmt 
sich zu , werm man beachtet, dass 

ist. 

FQhrt man noch eine neue Variable w, durch die Gleichung 

(32) 

ein, 80 lautet das Integral der obenstehenden Gleichung: 



arctg ~ = — iu^ — i log y V / ^ ^ ? 

.j>t __ g"'^ti(^^ + q) — g~"'^i,K — <^ ) 

^">, " e"'*„(^^ + a) + e""'*,,K — «) ' 

Zur Berechnung von p^ und p^ haben wir noch den Werth von p=pl-\'pl 
und finden, indem wir öber das Vorzeichen von p^ beliebig verfftgen: 



(33) 



n = A' '^^' g '^..(w. + a) — e, '>!>„(w, — a) 
^' ^''äu' 2*.,(a)*.,(M,) 

« _ ,-Ä' ^ «"'^.i('". + «) + e"""'''^.(w. — «) 



Hieraus geht hervor, dass p^ und p^ als Functionen von Wj und u^ be- 
trachtet dreifach periodisch sind. 



§ 5- 

Zur Bestimmung der Grössen q^ und q^ hat man auf die Gleichungen 
(20) zuruckzugehn. Trnnsformirt man dieselben durch die Substitution: 



(34) 
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y? = (l-e,)(i-f.), 



80 findet man: 



?■ fa (c» — fiJ , fa CiU, — f,) 



= -r + ^M<^ - O + ^^^2 + cicn 



• SW:r|i + S#z:yT = /9-« + (f. + f.)(«.- O + ci + ^ + f.f. 



und daraus: 



fin?. - c.)' 
4f.(i-f.) 

4c;"( • - c.) 



= -r-(/*-«)f:-(«-Ofi-^N 



= - ^ - (/? - «)^. - (a - i)f^ - <^ 



Halt man mit der cubischen Gleichung 






deren Wurzeln mit 5j, 5^, Äg bezeichnet wurden, die Gleichung 



f^H-(a-i)e^ + (^-a)f + ^ = o 



/c 



zusammen, so erkennt man dass ihre Wurzeln 



— ks^, 



Ä5„, 



ks.. 



sind. Mithin känn nian, wenn zur Abkttrzung 

gesetzt wird, den Gleichungen för fj und ^j auch die Form geben 

'z $'i (ci — e,) = s/F(^, ^ f 3 (f « — fl) = V «(^) • 
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Aus (liesen f oliren die weiteren: 



(35) 









= o. 



2V7^(fJ 2y,'R($^) 



Das Problem ftthrt also auf hyperelliptische Integrale erster Gattung und 
macht die EiiifQhrung von öFunctionen zweier Variabeln nothwendig. 



§ 6. 

Ich gebe nun die bei der Umkehrung der Integrale in Anwendung 
koininenden Formeln und zwar unter Zugrundelegung von Krazer's 
Theorie der ziveifach unendUchen Thetareihen, (Leipzig, Teubner 1882), und 
mit Benutzung seiner Terminologie. 

Der dort auf Seite 49 gegebenen Darstellung der 15 i9-Quotienten 
(lurch zwei unabhangige Veränderliche x^ und x^ entnehme ich die beiden 
ersten Gleichungen: 



00 






[I24][l25][l26] _ _ 

[234](235][236] V*. V'. 

[t24)[l2S][l26] 



'H'o,X>^) [I34][t35l[>36] 



VI— ».v^i — 



*.• 



Differentiirt man dieselben vollständig, stellt die links auftretenden De- 
terminanten-Ausdröcke, — als Ö-Functionen zweiter Ordnung aufgefasst, — 
durch ö-Producte linear dar und substituirt för die ^Functionen wiederum 
ihre Ausdröcke in x^, a;,, so erhalt man 



(b) 






2l\ 



2r. 



^ ^ >V V 1^4 1^^ 1^6 12^ 



x^dx^ x^dx^ 

- + 



2r. 



2r. 



(-0 



(ir|ifj«p,)(tri/ 



[234]'[235]M236] 



de. 



V^ •) (i24][i2S][i26J[t34][t3S)['36][i23]' 



FlächeD coD8tanter KrUmmung dargestellt mit Hilfe von Thetafunctioneo. 
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wonn : 



(c) 



»•, = (- I )""'"^'""V*. v'' - *. V ' -1>\ n/« - 3"*. \/i - r\ , 



r. = 



P' = {- 



^ [235['[236]*' ^ " ^ '^ [236]-[234]''' 

..« / |\(«f.«'i)v*r,ifHV i^^4] [^25] ^ 



rfc 



< = rfi^i( 



dii(wi)(vy 



di.\ 



(r) = (0) 



[234]'[23S]' 

V ^'^» /(r) = (0) 



[A/iv] = »{iv^w^,tvXo\ 



Das Symbol (e)(iy)', bezogen auf zwei beliebige Charakteristiken 



(5) = (;;•;'.) und {rj)-^ 



7l^ 72' 



' I ♦ 



371-) 7« 



bedeutet die Sumrae SjiyJ + £272- 

Diesen Formeln liegt keine Festsetzung ftber die Reihenfolge der 
ungraden Charakteristiken u\j . . . , w^ zu Grunde; ich bestimme nun, 
dass unter w^y w^^ w^ drei Charakteristiken zu verstehn seien, die (o) 
zur Summe haben, und unter w^j w^, w^ die drei andern Charakteristiken, 
welche gleichfalls summirt (o) ergeben. Ferner schreibe ich in (a), (b) 
und (c) ^p ^2 att Stelle von rr^, x^y vertausche die Charakteristiken w^y w^y w^ 
mit resp. w;^, w^^ w^ und vermehre die Argumente um das halbe Pe- 

riodensystem i-kwAy unter (/c) = iS ,? j eine beliebige Charakteristik ver- 

stehend. Vergleicht man dann die entstandenen Formeln mit (34) und 
(35) und beachtet, dass die Vorzeichen von q^ und q^ sowohl als von 
den Wurzeln \fR{JJ und \'R{$^) noch willkörlich sind, so erhält man 
unter Benutzung der Zeichen e^, £3, £g fUr + i : 



(36) 



ks^ = (_ if" 



S 2° 
2 7 



Äs, =(— i)w('.v::iqi, 



^«3 ''ei 



ifes^ =(_ i)(f.)W^; 



^61 ^B% 
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(37) 



(38) 



_ -fa».W 6Vy(K.)(t;) 



,Ti 



Vi = 



OMktv) ' 









wenn zur Abktirzung: 



(39) 



»{WiW^{o) = c,t, *(o)(o) = c,; 






^ei^^cs^ss — ^6' 



\ ^^i /(t) = (0) \ <^V, /(r)-(O) 



-T-(lP«)(Ws'' 






gesetzt wird. 



Dem Ausdruck för C känn man auch die einfachere Form 



Kl 



(40) • 

geben, weil 



und e* = y— I ist. 

Aus (38) folgt 

(41) 
und 



o 



,.2 






0^5 



€. 






«?f, — A.DjCg .dv, 



dv^ — — A . DjCj . dv 



Die Determinante links ist aber bis auf das Zeichen gleich * 

^0^*51^*02^03 "^ ^*0^6> 



* Vgl. Webeb^ Anwendung der Thefafunctionm etc^t Mathematiiche Annalen, 
Bd. 14, p. 182, GlcichuDgssystem (9)- 



Flächen coDStånter KrUmmung dargestellt mit Hilfé von ThetafuDctionen. 

folglich nach entsprechender Verfögung tlber e^: 
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(42) 



A = 



G. 



Setzt ma» ferner e, = £,( — i )<"»><«'•>' und e, 
Rttcksicht auf die Gleichungen 



--s„ 80 känn man mit 



(43-) ^ = c; 



Rt 



es« 



— Cä — 



c, ' dv 
dv ~ ^ 



'ö 



O 



fOr q^ und g^^ folgende Ausdrtlcke aufstellen: 



rf 






(43) 



in denen 



(430 





c;,v(K)(«) 






• 


= /^^^''•"'C i)'-'«->', 


h = 


• 



ist. Von den in (42') angeftthrten Werthen fttr c[^ cj und r^ ergeben sich 
die beiden ersten uninittelbar aus (38) und (40); der letzte folgt aus 
der Gleichung 

in welcher unter (e) die gerade Charakteristik j ' M verstanden ist, und 

die aus der KRAZER^schen Formel (C^), (a. a. O., p. 39) hervorgeht, 
wenn man dieselbe unter Vertauschung der Indices i, 2, 3 mit resp. 
4, 5, 6 differentiirt und darauf (//) = (o) und {v) = (o) setzt. 

Vertauscht man in jener KRAZER^schen Formel nur die Indices 2, 3 
mit resp. 4, 6, so erhält man in gleicher Weise die Gleichung 
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aus welcher wegen dc^ = o 






folgt und mit Röcksicht auf (42) die bald zur Verwendung gelangende 
Relation 



(4-4) 



c\c: = 



Cft CtA CiR tönC 






M^86 



CjoC^Cjm 



also 



§ 7. 

Wir gehn zur Bestimmung von Ucosö* und Filber. Nach (15) war 

cR cos a = q^q'^ — q^q\ , 






cB coB a =^-^^^^[^{kw,){v).»'{kw,)iv) - #M;J(t;).*'(K)(«)]; 



för die Determinante känn man die Summe 

setzen und in der ttblichen Weise die unbestimmten Coefficienten A und 
B berechnen. Man findet 



A = —{— i}'^ 






und ftlr B ein Product, das &^ zum Factor hat und deshalb = o ist 
Demnach 



cR cos a = 



"^ ^ . cuc^,cl d{k){v) ' 



was mit Benutzung von (44) und (42) einén einfachern Ausdruck fQr 
cR cos (T liefert, den wir mit demjenigen fQr cR sin (t= q^ zusammeustellen : 



(45) 



cR cos <T = 



cR sin ff = 



e (■ 






e o 



c. *(*.)( t;) 
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» 

Bei der Bestimmung von F gehn wir von der Gleichung (14) aus: 

dV 



^d^ = ?' 



(46) e-==-(-0-f.'»>. 

V ist einem Integral zweiter Gattung gleich; es muss sich demnach durch 
die partiellen Ableitungen des Logarithmus einer i9*Function darstellen 
lassen. Mittelst der Methode deY unbestimmten Coefficienten leitet man 
folgende Formeln ab: 

('■ =-- 4. 5. 6) 
in Avelchen 

** " L dvidvt J(,).(0) 
ist. 



Da 



dVj = A.D^c^.dv und dv, = — A.D^c^.dv 



ist, so folgt aus diesen, wenn man abgekflrzt 

DiCi.D^Cit — D^r^.DjCt = \ik] = — [ki] 



setzt: 



^ ^ ^ ' »'* ^ »\k){v) ' 

drL a», J = ^ol^L^o-^t^, ^„Co-^.c.J + ^ •; « «^^ J *'(ifc)(t;) 

^<rfa mathematiea. 9. Imprimé le 29 Octobre 1886 13 
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und hieraus durch Elimination von ^'^{kw^{v)i 

AdvL ^ * av, * * av, J 

+ (_ ,r-'l54)|561 ^f 

D^n aus dieser Gleichung folgenden Werth des letzten i9-Q.uotienten sub- 
stituiren wir in (46) und finden nach der Integration V bis auf eine 
additive Constante bestirnmt: 



(47) 



[54][56]c.c ^ 
c': 

_ A f n c ^^os»(k)(v) _ jy 3log^(feXt>) '| 
A L * ■• au, » ^ ay, J' 



§8. 

Die yollständige Integration der DifiFerentialgleichungen (i) wird, w;e 
schon in der Einleitung angedeutet wurde, bewirkt durch 9 i9-Quotienten, 
die den Bedingungsgleichungen einer orthogonalen Substitution gentlgen. 

Auf die tibersichtliche Darstellung der Quotienten der geraden ^ 
Functionen als Coefficienten einer rechtwinkligen Coordinatentransforina- 
tion hat zuerst Herr Weber hingewiesen. V^on seinen Ausdrtlcken (a. a. O., 
p. 181 (6)) ausgehend gelangt man, wenn man die besondern Annahmen 
tlber die Charakteristiken fallen lässt, durch Vermehrung der Argumente 
um das System halber, der Charakte ristik {k) entsprechender Perioden 
zu dem System: 



Flächen conaUnter Kriimmung dargestellt mit Hilfe von Thetafunctionen. 
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(48) 



Kl 



I 



h 



e (- 



TTt 



niu = 



e (■ 






w,. = 






(A = l,2,«) 



dessen orthogonalen Charakter man nachträglich am leichtesten mittelst 
der KRAZEu'schen Formeln (JB^) und (C^), (a. a. O., p. 35 und 39) veri- 
ficirt. Der Nachweis, dass dasselbe die Gleichungen (i) befriedigt, recht- 
fertigt die Anderung, die au den WEBKii'schen Ausdröeken vorgenommen 
wurde. ^ 



^ Anmerkung, Es sei. mir an dieser Stclle die Notiz gestattet, dass die Krazer- 
schcn Formelo (B^) und (C,), (p. 35 und 37), an Inhalt und Umfang zu folgendem 
Theorcm zusammcngefasst werden können: 

Bedeuten (e) und (tj) zwei beliebige Charakteristikcn, 11^0 ciic Charak- 
tcristik (O), «j, u^ und Vj, i^ zwei Paare veränderlicher Argumeute und wird 

a = o, I, 2, 3 
./? = o, 4, 5, 6, 

gesetzt, 80 bilden die 16 /J^-Producte 

^00 ^04 ^05 ^0« 

^10 ^14 ^16 ^16 

^«0 ^»4 ^26 ^516 

^30 ^34 ^35 ^36? 

einzeln dividirt durch einen gemeinsamen Nenner, die Coefficienten einer 
orthogonalen Substitution, deren Determinante den Wcrth 



hat. 



(-1) 



(trjKwaV+CifiX»*-*)' 



Dieses Theoreni ist zuerst von Herrn F. Caspary aufgestellt worden, aber nur fUr 
bcsondere Werthe von (e) und (tj) (Crelles Journal, Bd. 94, p. yy). 
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Durch DifiFerentiation erhält man 



(48') 



dv 

dnkH 
dv" 

dnn 
dv 



= L'n^ — L''nh, 



— VI f^ — Zn^k, 



= Lm^ — L% ; 



(A-1,2,8) 



L =e ^ 



r^e-^'^'' 



^ ^ c,*(fe)(i;) ' 



^,,_^-?(.>c.v 






Nun ist wegen cj = o auch i" = o und dann, wie ein Vergleich mit 
(43) lehrt, L = — q^ und X' = iq^j mithin in der That (48') identisch 
mit (i). In (48) hat man zwar nur ein particulares System von Integral- 
gleichungen; man darf aber, wie in § i gezeigt wurde, ein solches wählen, 
ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun. 

Was ferner die Integration der Gleichungen (2) anbelangt, so föhrt 
der Umstand, dass man die dreifach periodischen Functionen p^ und p^ 
als Grenzfälle von vierfach periodischen ansehn känn, auf die Vermuthung, 
dass man durch einen Grenzttbergang, der die vierfach periodischen Quo- 
tienten von (48) in dreifach periodische verwandelt, die Integralglei- 
chungen von (2) wird gewinnen können. Man hat indessen nicht mit (48) 
selbst eine derartige Umformung vorzunehmen sondern mit einem abge- 
leiteten Systeme und zwar mit folgendem: 



t^ 


il, 
1/ 


il. 






"t 


in^ 


^^*8 


m. 


h ' 


h' 


',' 
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Auf die ausftthrliche Darstellung des Grenztlbergangs verzichte ich; sie 
ist sehr umstllndlich und tlberdies von keinem Interesse, da das End- 
resultat mit Hilfe bekannter Formeln aus der Theorie der elliptischen i9- 
Functionen leicht zu verificiren ist. Ich erwfthne nur, dass man die Mo- 
duln aj2, a^j und die Variable v^ in bestiramter Weise in Null öber- 
zuftthren und Qber den Werth von (k) und die Bedeutung der Charak- 
teristiken Wi passend zu verfttgen hat, um zu folgendem Systeme zu ge- 
1 ängen: 



(49) 



L = 



/h = 



Uu = 



it^t 






[c'''*,(m, + «) — c-"'«,(«. — o)|, 



Avorin 



a^{x) = fi»,,{x), »,{x) = ^..(.r), &,{x) = »,,{x)', 



K = K{o) 



ist. 



Die Differentiation liefert 



(49') 



du 

d/ih 
du 

dvh 
dtt 



h » 



= A\ — A"ii 
= .1"^ — Av„ 



= A[i^ — A'X^; 



(*=1,»,3) 



A = +t 



,d\i^ rdu^ 9ix{<i) 



du 



.du 
A == — / 






du 2*,,(a)*j,(teJ 



A" = 



.du. 



i 



*u 



[e^»,,{u, + a) — ^-^»..{u, — a)]. 



du 2&^,(a)»,,{u,) 

Die Berttcksichtung der Gleichungen (32) und (33) erweist sofort die 
Identität der Systeme (49') und (2). Die zu bestimmenden Werthe von 
Kf t^hj ^h sind also den Ausdrttcken von (49) entweder direkt gleich, öder 
sie setzen sich aus diesen linear zusammen. Wir wollen zunächst das 
erstere annehmen und den Beweis daför, dass diese Annahme die einzig 
Äulässige ist, später geben, 
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§ 9- 

Da nuniiiehr alle Qiiantitäten in ihrer Abhäiigigkeit von den Variabeln 

u und v dargestellt sind, so eriibrigt nur noch die Aufstellung der Glei- 

chungen för die Coordinaten X^, X^, X^ eines Punktes der Fhlche. 

Set^t man 

Uf^Ii cos (T — mf^R sin a = r,, 

(Ä=l,2,.'{) 

— hUf^R cos (T — ifif^R sin a = tf^j 



(50) 



so liefert (5) mit Berftcksichtigung von (3): 



(51) 



Xj— F = 



x^ = 



Y — 



^ kr k fik 



(A- 1,2, 8) 



wobei noch zu bemerken ist, dass r^^ einem Ö-Quotienten gleich ist: 



(52) 



n = — te 



. -— (4r)(ic*) 






'O '- 26 '-'36 



Zum Schluss soU noch gezeigt werden, dass das Krömraungsmass der 
Fläche thatsächlich constant ist, und im Anschluss däran, dass die be- 
zöglich der Ay^, /£,,, v^ getroffene Verfttgung eine nothwendige war. 
Fiir P, fy Q und g bestehen die Gleichungen (6) und (7): 



P=—Pl^2—P2h = — 



/"= PRcosa — 3IRsiU(r= — 



^k (Pi/U — Ih ^hXR cos arii^ — Rsin am,) 



^JJ. 






<?=— Ml — ?, = 



2^»^»(w/i»»*» — qth) ^krUji 






Z^H^h\ Kco8(Tr^ + Kmnff-^ l/^ — 



cJBsin^T 
dv 



Sj*/ 






h^h^^k 



h^h*^h 
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Sucht man die neueingeftihrten Grössen tti,, r^, n't, zu bestimmen, so findet 
man nach zum Teil höchst langwierigen Rechnungen: 



^1 = 



e ^ ( — ly^sH-^et^o+c^i^iX»*^ - " U.7W X etc. . 



n; = _, -T <*><•--*>'._ ,y..)K>>(.x..o'li^*^^ etc. 



öder, wenn man die Gleichungen (29) und (36) zuzieht und abkUrzend 






setzt: 
Mithin ist 

^*^»^* ^»'*^* -^A^ikAik ^»^»Aji 

Hieraus folgt (8): PQ = kfy^ worin sich die Constanz des KrUmmungs- 
masses ausspricht. 

Hatte man aber Å^y /if,, Vf, zu ersetzen durch resp. 

^hl^l l ^A2^2 "T ^A3^3 
«m/^i + (inafh + «A3/ÄS 
»Äl^l + «A2»^2 + «ASJ^8, 

SO wtirde auch TVf^ in 

«Al^l + ^A2^2 + ^8^8 = ^Al^l^l ^hi'^^^ ^hz'^^^ 

tlbergehen, und man erhielte fttr P, f, Q und g die Ausdrttcke: 



P = 



^k^k^kkrk^kTk 



^k^k<^kkh^k (*,it»1,2.S) 

^k^k^kkf^k^k 

^k^k(^kkfh^^n 

^k^k^kk^k^k 
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Die Gleichungon (9) 

P = g. <? = kf 

wftrden dann die Relationen 

(^kk{rH — r,) = O 
zur Folge haben, die ihrerseits 

ergeben mttssen, weil im allgeineinen r^ nicht gleich r^ ist. 
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THEORIE DER ABEUSCHEN ZAHLKÖRPER 



VON 

H. WEBER 

in MARBURG. 



IV. UBEB DIE BILDUNG ABEL*SCHER EORPEB MIT 

GEGEBENER GRUPPE. 

In den drei vorangegangenen, die Aberschen Zahlkörper betreflfenden 
Arbeiten (Acta Mathematica, Bd. 8) ist die Identität des Begriffs der 
Aberschen mit den Kreiskörpern nachgewiesen, und damit zugleich die 
Theorie aller Aberschen Zahlkörper aiif die allgemeine Theorie der 
Kreisteil ungsperioden zurttckgeföhrt. 

Eine tiefer greifende Einteilung der AbeVschen Körper wird sich, 
wie bei algebraischen Fragen Hberhaupt, auf die Beschaffenheit der Gruppe 
zu grttnden haben. Die Constitution eincr Aberschen Gruppe känn aber, 
Avie zunilchst gczeigt werden wird, vollstUndig charakterisiert werden 
dnrch eine gewisse Reihc ganzer Zahlen, die Gi-uppeninvarianfen, und 
indem wir die Gruppe als durch ihre Invarianten definiert annehmen, 
stellen wir die Aufgabe 

I. Alle AbeVschen Körper von gegébener Gruppe zu hestimmen. 

Nach den Ergebnisson der vorangegangenen Arbeiten (I, § 5) hat 
man hierzu nur nöthig, Kr ei^teUungsper loden mit gewissen vorgeschriebenen 
Eigenschaften zu bilden. 

Es ist aber bereits in der Abhandlung I, § 4, darauf hingewiesen, 
dass ein und derselbo Abersche Körper in mehreren vollständigen Kreis- 
körpern enthalten ist, d. h. durch Einheitswurzeln verschiedener Grade 
dargestellt werden känn, und hiernach muss die Aufgabe I noch dahin 
ergänzt werden 

Aeta mathemaliea. 9. TruprimA le 13 Novcmbre 1886. . 14 
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II. AheVsche Körper von heJiehig gecfebener Gntppe dtnrh Eiuheits 
wurzéln möglkhst niedrigen Grades darzusfeUen. ^ 



8 1. I>ie Grapx^eninvaHanten. 

Es ist, wie schon in der Abhandlung 1, § i, erwähnt, eine fiinda- 
mentale Eigenschaft Aberscher Gruppen, durch eine Basis darstellbar zu 
sein, und man känn die Elemente g^, //.j, ..., g^ einer solchen Basis so 
auswählen und anordnen, dass von den Graden e,, e^, ..., e^ dieser Ele- 
mente jeder durch den folgenden teilbar ist. Die Bestimnuing einer 
solchen Basis ist auf mehrfache Art möglich; wie diese aber auch ge- 
wählt sein mag, die Zahlen e, , e^, ..., e^j deren Product e gleich dem 



* Die Aufgabe I ist fUr Abelsche Körper mit regulärer Gruppe (eiofache Abersche 
Körper) von Kroneoker im M onatsbericht der Berlincr Akademie vom 14*'*° 
April 1856 behandelt. (Vgl. auch den IIP^** Brief iu dem in den Göt t ing er Naeh- 
richten vom 16^^^ Dez. 1885 veröfFentlichtcn Bricfwechsel zwiscben Dirichlet und Kro- 
NECKER.) Das dortige Resultat bcdarf einer kleinen Ergänzung, in so fern, wenn man 
nach Kroneckers Vorschrift verHlhrt, noch Perioden erhållen werden, welche cinen ver- 
schwindenden Wert haben. Nimmt man z. B. 71 = 6, m = 63, p^ = 3, p, = 7, fe, =3, 
6, = I, 80 erhält man nach Formel II der KRONECKER^schen Abhandlung, wenn p eine 
primitive 63*® Einheitswurzel bedeutet, w(p) = p + />" + p*^ + p~ } + />" " + ,0 "*^ 
was den Wert O hat. Dies rtthrt daher, dass Py ein mehrfacher Factor von m und zu- 
gleich ein Teiler von 6, ist. Um die Bedeutung unserer Forderung II gleich liier durch 
ein einfaches Beispiel ins Licht zu setzen, nehmen wir w = 3, wi = 35 — 5 • 7i woraus 
sich, wenn p eine primitive 35^® Einheitswurzel bedeutet, die Periode 



iöip) = /> + />" + />■" + p-' + /> ' + p~' + /> " + p 



29 



ergiebt, welche aber = — (/)** + />"**) ist und al^ schon unter den Perioden der 7^*" 
Einheitswurzeln vorkommt. Etwas änders verhalten sich wieder die 91^° Einheitswurzeln. 
Denn während man aus 35^*^° Einheitswurzeln Uberhaupt keino Perioden bilden känn, 
welche die Wurzeln cubischer Gleichungen sind, die nicht boreits unter den Perioden der 
jten Einheitswurzeln vorkommen, ist diea bei den 91^®** Einheitswurzeln möglich, während 
andere wieder bereits unter den Perioden der 7*^*^" ^^^^ <icr 13*®** Einheitswurzeln vor- 
kommen. Dieser Unterschied beruht darauf, dass alle Primfactoren von 91 nach dem 
Modul 3 ^it ^ congruent sind, was bei 35 nicht der Fall ist. 
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Grade der Gruppe ist, sind imnier diesdben und werden daher nicht un- 
passend die Invarianten der Gruppe genannt ^ 

Es soll hier eine Eigenschaft dieser Zahlenreihe nachgewiesen werden, 
welche die enVahnte Invarianz in sich schliesst, aber noch schärfer die 
fundarnentale Bedeutung dieser Zahlen, öder genauer gesagt der in ihnen 
cnthaltenen Primzahlpotenzen hervortreten lässt. 

Sind piy 2?2 , . . . , 2K ^^ höchsten Potenzen ehier FrimzaU p , welche in 
Cl, ^2, ..., e^ enthalten sind, so sind unter den Gradzahlen der Elemente 
einer héliehigen Basis d^r Gruppe immer u solche enthalten ^ welche durch 
Pij Pij • • • > Pvj ^^^^ durch keine höhere Potenz von p teilhar sind, während 
die GradzaMen der uhrigen Elemente der Basis {falls solche vorhanden) 
durch p unfeilbar sind, 

Wir können diesem Satz, ohne seinen Inhalt zu ändern, eine etwas 
Aveitere Fassung geben, welche zugleich den Beweis vereinfacht. Es seien 

mit den Graden 

und 

mit den Graden 

irgend ZAvei Basen einer Gruppe ?l, so dass alle Elemente a der Gruppe ?l, 
und jedes nur einmal, dargestellt wird, wenn man in einem der beiden 
Ausdrttcke 



•^v 



(i) a = ai^a^^ . . . < 

(2) . a = b^b^...b^j^ 

die Exponenten Xf, je ein vollständiges Restsystem modulo a^ öder die 
Exponenten gf^ ein solchcs modulo /Sf^ durchlaufen lässt. 

^ Diese Bczeichnung ist zucrst gebraucht in der Abhandlung vod Frobenius und 
Stickelberger, €ber Gruppen vei'tauschharer Elemente, (Crelle^s Journal, Bd. 86, § 7), 
woselbst sicb zwei Beweise fUr den Satz finden. Im Ubrigcn sind noch zu erwähnen 
S0HERINQ, Die Fundamentalclassen der zusammensetzharen arithmetischen Formen, Ab- 
handlungen der Oesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, Bd. 14; Kro- 
necker, Monatsbericb t der Berliner Akademie i Dez. 1870; Weber, Beweis 
des Satzes etc,^ Mathematische Annalen, Bd. 20, S. 301. 
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Ist nun p eine im Grade von % aufgehende Primzahl und 

(3) »l = P\^'\^ «2 = Pi^ij ' ' y «. = PX 

(4) A = i>;^;, j% = P2i%^ . . . , i%=- p,i% 

worin die ^^j Ph Potenzen von j? und ai, y9i durch 2> unteilbar sind, so 
sind diejenigen unter den ^;,, p^^ ... , i>^, welche grösser als i sind, auch 
unter den p[, pj, ..., p,, enthalten und uragekehrt. 

Beim Beweis dicses Satzes setzen wir die Anordnung der Elemente 
a,, a^, . . . , ^v; &i, 62, . . . , b^^ so voraus, dass 

Pi >Pii > ••• > A 

2>; >P'2>'">P',.' 

Ist a das kleinste gemeinschaftliche Multiplum von a[, a^, ..., al, so 
ist fttr alle Elemente a der Gruppe ?l 

rt''''' = I 

woraus hervorgeht, dass a^^ durch jede der Zahlen /9i, ^3, ..., ji^^ teilbar 
ist. Es ist also p^ teilbar durch j)[ und a durch das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache von yJJ, ^, . . . , y9,^. Da nun in diesem Schluss die 
Uf^ mit den b^ vcrtauscht werden können, so folgt, dass a zugleich das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von ^J, fi'^, ..., ^^ ist und dass ausser- 
dem 

(5) * Pi=p[' 

Wir setzen nun voraus, es sei fi\r irgend eine Zahl s bewiesen 

(6) Pl=p[j P2==P2, • • • » Ps-1 == Ps-U 

und bestimmen die Anzahl aller von einander verschiedenen in der Form 
a""^* enthaltenen Elemente der Gruppe a. Die Darstellung (i) liefert uns 



(7) cr' = ar''ar'...« 



s—1 
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woraus sich fQr die Anzahl der verschiedenen unter dieseii Elementen 
(8) il.Pl...l!l:^ 

^ ^ Vi v» v» 

ergiebt. Ebenso gross ist aber auch nach unserer Voraussetzung die 
Anzahl der von einander verschiedenen in der Form 

(9) iT^T^^-^K-r' 

enthaltenen Elemente, und daher mttssen (nach der Darstellung (2)) alle 
Elemente von der Form 

in der Form (9) enthalten sein. Also muss, wegen der Fundamental- 
eigenschaft der Basis^ 'p^ teilbar sein durch j^]. Da man aber wieder 
ebenso den umgekehrten Schluss machen känn, so folgt 

womit unser Satz bewiesen ist. 

Wie man also auch die AbeFsche Gruppe durch eine Basis dar- 
stellen mag, die Gradzahlen der Elemente dieser Basis sind stets aus den- 
selben Primzahlpotenzen zusammengesetzt. Man känn die Basis unter 
anderen auch so wJlhlen, dass die Grade ihrer Elemente diese Primzahl- 
potenzen selbst sind. 

Um die Gruppeninvarianten zu erhalten ordnet man die Potenzen der 
verschiedenen Primzahlen in abstei^ccrWer lleihe nach der Höhe des Ex- 
ponenten und multipliciert dann die entsprechenden Glieder dieser Reihen, 
wobei man, um Reihen von gleicher Gliederzahl zu erhalten, die i zu 
Hölfe nehmen muss. Diese Zusammenfassung der Primzahlpotenzen ist 
nicht sehr wesentlich, soll aber zur Vereinfachung der Darstellung hier 
beibehalten werden. 

Da in der Reihe der Gruppeninvarianten 

jede Zahl durch die folgendc teilbar ist, so sind die Quotienten 
(ii) -7=^v 7" ==^3' •••? -—=0,^1, e,= o. 
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gaiizc Zahlen, aus denen sich die Gruppeninvariunten e,, 6?.^, ..., e^ und 
der Grad e der Gruppe in folgender Weise zusammensetzen 



(.2) 



Cl 
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. ä^ 


c^ 
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(13) e = d,^,(7l . . . d 






Die Zahlen d sind ebenso wie die Zahlen e nur von der Natur der Gruppe 
abhängig und haben vor letzteren noch den Vorzug, dass sie keiner Be- 
schränkunor unterworfen sind. In ffewissem Sinne wttrde es sich daher 
empfehlen, die Zahlen d als die Invarianten der Gruppe zu bezeichnen. 
Wir woUen aber gleichwohl bei der anderwcit schon gebrauchten Bezeich- 
nung stehen bleiben. 

Zwei Gruppen, deren Eleniente sich einander in der Weise eindeutig 
zuordnen lassen, dass durch die Zusammensetzung entsprechender Eleinente 
wieder entsprechende Elemente entstehen, heissen isomorph.^ 

Wenn mm zwei Grupp&n dieselben Invarianten ^i, Ö2, . . . , e^ Itaben, 
so sind die Gruppen isomorph. 

Denn wahlt man fiir jéde derselben elne Basis ^1, ^2> •••> 9 v ^Oj ^^^^s 
in der Form 



•'v 



alle Elemente, und jedes nur einmal, enthalten sind, wenn Xf, modulo ef, 
genommen wird, so känn man diejcnigen Elemente beider Gruppen ein- 
ander entsprechen lassen, in welchen die Exponenten x,^ dieselben Werte 
haben, woraus der Isoniorphismus erhellt. 

' C. Jordan, von dem dieser Ausdruck hcrrllhrt, neont solchc Gruppen »holoédrisch 
isomorphD. Da der meriödrische Isomorphismus hier gar nicht in Betracht kommt, so 
lassen wir diese Unterscheidung weg. 

Löst man den Bcgriff der Gruppe gänzlich ab von der besonderen Bedcutung, welche 
die Elemente derselben in jedem einzelnen Falle haben, und fasst die Definition nur formål, 
80 känn man isomorphc Gruppen auch schlechthin als identisch bezeichnen und in diesem 
Sinne sägen, dass durch die Invarianten die Gruppe vollständig bestimmt sei. 
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§ 2. I>ie Gruppench ar akter e. 

Eine Function ;f(a), d. h. ein System von e (gleichen öder ver- 
schiedenen) von Null verschiedenen Zahhverten, deren jeder einem be- 
stiinmten Element a der Gruppe ?l zugeordnet ist, heisst ein Gruppen- 
charaktery wenn fttr irgend-zwfii Elemente a, a' der Gruppe ?l die Be- 
dingung erfQllt ist 

Soldier Gruppencharaktere existieren genau e von einander verschiedenen 
d, h, solche, deren je zwei mindestens fur ein Element a in ?( verschiedene 
Werte liaben^ und alle sind é^ Ebilieitswurzeln. 

Denn zunächst folgt aus (i), indem man (i = i annimmt 

al so: 

Bedeutet nun wie in § i g^y g>2j •••? Ä^v ^"^^ Basis der Gruppe "Jt, deren 
Elemente die Grade e^ e^^ ..., e^ haben, so ist far jedes Element a 

(3) ^ = f/?f/?"'fl^''^ 

und aus (i) folgt 

(4) xi^) = xif^iY^xifhY" ' • 'Xif/^'-^ 

und 

(5) xif^iY = ^ /C^/0'^ --= ^ • • • ' xif^Y' = I- 

Verstelien wir also unter 

primitive Einheitswurzoln der Ordnung 



Cj , ^2 , • • • ) ^1 



wJ 
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SO lassen sich die ganzen Zahlen t/i, ?/2, ..., y, nach den Moduln e, , e^^ ..., e^ 
so bestimmen, dass 

(6) /(//.) = ^rs x{o.) = ÄJ^ . . . , xiff^) = <^r% 

und daher 






(7) ;f(a) = /?r'^r-'...^! 

wird. 

Nehmen wir uingekehrt das Zahlensystein ifi, j/^j • • • > J/ v beliebig 
an, so genftgt (7) der Bedingung (i) und ist daher ein Gruppencharakter. 
Auch sind die auf diese Wei.se gebildeten e Gruppencharaktere alle von 
einander verschieden; denn wählen wir in (7) zwei verschiedene Expo- 
nentensysteme //, welehen die beiden Charaktere ;f, j(* entspringen, so 
känn man stets ein Systen) der Xy d. h. ein Element a findon, so dass 
X{f^) von x'{^^) verschieden wird. 

Ebenso aber giebt es, wenn a, a' verschiedene Elemente in ?l sind, 
iinter den Charakteren )( gewiss immer solche för welche /(^) von;f(a') 
verschieden ist. 

Ein Element a ist also vollständig und eindeutig hestimmt durch die 
ZahJenwerte der e Charaktere /(^).^ 

Jedem System der Zahlen y entspricht nach der Formel 

(8) a' = fi^g^ ..,gl^ 

ein und nur ein Element a' der Gruppe 3(, so dass sich die durch (7) 
hestimmten e Charaktere selhst in eindeutiger Weise den Elementen der Gruppe 
% zuordnen lassen. Indem wir diese Zuordnung in die Bczeichnung auf- 
nehmen, setzen wir, wenn die Zahlensystcme .r, g durch (3) und (8) be- 
stimmt sind 



I.Wy Ty 



(9) /«'(^o=/«(^') = e^'^r...^: 

Verstehen wir unter x^X^ ^^^^ Charakter ;fav (^)> ^^ bilden nach dieser 
Zusainihensetzung die Charaktere unter sich eine AheVsche Gruppe, welche 
mit der gegebenen Gruppe % isomorph ist. 



* Diese Sätze aind bewiesen in der oben citiertcn Abhandlung des Verfassers und 
sind in der Abhandlung T zum Teil benutzt. Des leichteren Verständnisses halber sind 
die Beweise in obipen Text, zum Teil otwas vereinfacht, wiedcrliolt. 
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§ 3. JDivisoren AheVscliev Gruppen. 

Wir betrachten jetzt eine Abersche Gruppe 9i vom Grade N, deren 
Eleinente mit n und deren Charaktere mit /„(n) bezeichnet sein mogen. 

Ist % eine in 5)Z enthaltene Gruppe, d. h. ein System von in 5)t ent- 
haltenen Elementen a von der Art, dass das Produet zwejer a immer 
wieder ein Element in % ist, so lasst sich die Gruppe 9Z in Reihm von 
gleich viel Elementen in folgender Weise zerfiUlen. 

Ist Äj ein in 51 aber nicht in ?( enthaltenes Element, so sind auch 
alle Elemente aa\ zwar in ^l aber nicht in % enthalten. Die Gesammt- 
heit dieser Producte a^a, welche cbenso viele Zahlen wie % selbst enthält, 
werde mit ?lj bezeichnet. 

Ist a^ ein in 5)Z, aber weder in ?t noch in ?(j enthaltenes Element, 
so gitt das gleiche von allén Producten a^a, und deren Gesammtheit 
biidet ein System %^ von ebenso vielen Elementen wie %, Fährt man 
auf diesc Weise fort, bis die Gruppe 9t erschöpft ist, so wird 9t in eine 
bestimmte Anzahl von Reihen 

zerlegt, deren jede gléichviel, also N:e Elemente enthält, von denen aber 
nur die erste eine Gruppe ist. 

Wenn man nun die Zusammensetzung dieser Reihen in der Weise 
erklärt, dass ^l^^Ii ^^^ ^^s den Elementen a^a^a gcbildete Reihe sein soll, 
so bilden diese Reihen unter sich eine AbeVsche Gruppe Si vom Grade e, 
in welcher die Gruppe ?l als Einheit gilt. 

Wie die Charaktere der Gruppe 91 aus denen der Gruppe 9i her- 
geleitet werden, ist schon in der Abhandlung T, § 3, gezeigt. Wir kommen 
hier in der Kttrze darauf zurttck. 

Ist S{%t) einer dieser Charaktere, so können wir setzen: 

(2) ^M = f K«) = c(«) 

wodurch eine Function c(w) fttr jedes Element von 9Z definiert ist, welche 
fttr alle Elemente einer der Reihen (i) einen und denselben Wert hat, 
und fttr alle Elemente der Gruppe % den Wert i. 

Aeta mathematiea. 9. Imprimé le 15 NoTombre 1886. * 15 



114 H. Weber. 

Oicse Function gentwt aber der Bedinguiig 

d. h, nach der Erklilrung der Zusammensetzung der Reihen ?(ä, ?l^, 

(3) c(»Oc(»') = e(«'0, 

und ist silso nach § 2 unter den Gharakteren }({n) der Gruppe 9? ent- 
halten. 

Ist uingekehrt c(w) ciner der Charaktere ;f(w), welcher der Bedingung 

(4) ' c(«) = I 
genftgt, so ist auch 

(5) cK«) = c(«,) 

fQr alle a und känn daher mit ^{%jt) bezeichnet werden. Es besteht 
aber zugleich die Relation 

(6) c(?U)c(?(.) - ?CM*^Q 

und es ist also diese Function einer der Charaktere von 9t. 

Es folgt hieraus, dass die Bedingung (4) fttr genau e unter den Gha- 
rakteren /{n) erföllt ist. 

Wenden wir also die am Schlusse des vorigen Paragraphen eingeftthrte 
Bezeichnung an, so erhalten wir die Charaktere der Gruppe 91 in der 
Form ;f6(^)> wenn wir alle diejenigen Elemente h in der Gruppe 31 auf- 
suchen, welche fUr alle Elemente a der Bedingung genttgen 

(7) • X^X^) = I- 

Diese Elemente b Mdeti ehw in 5)i enthaltene Gruppe 58, tvelche mit 91 iso- 
morph ist, und der zu % reciproke Divisor von 9t genannt sein solL 

Die Gruppe 93 ist durch die Gruppe % vollständig bestimmt und 
die Beziehung beider ist eine gegenseitige. Das Product der Grade zweier 
reciproker Teiler von 9Z ist gleich dem Grade von 9t. 
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§ 4. Die Gruppe der Potenzreate fur einen »nsani^nengesetxten 

Modul. 

Wir verstehen jetzt unter ^Jt die Gruppe der nach irgend einem 
Modul m genominenen zu m teilerfremden Zahlen w, welche sich, wenn 
zwei nach dem Modul m congrueute Zahlen als nicht verschieden be- 
trachtet werden, durch Multiplication, welche hier die Stelle der Zusam- 
mensetzung vcrtritt, reproducieren. 

Sei also 
(i) m = 2^?I'jJ'. . . 

der Modul, g^, q^y ... von einander verschiedene ungerade Primzahlen, 
ÄJj, Ag, ... positive Exponenten und A entweder = o öder > 2, (A = i 
hat fttr unsere Aufgabe kein Interesse). 

Bedeuten Cj, c^, ... primitive Wurzeln von q\j q], ... so sind, .wie 
aus der Theorie der Potenzreste fttr zusammengesetzte Moduln bekannt 
ist, för jede Zahl n die Exponenten j-^, y,^, ... nach den Moduln 

(/!'''(7i — O' 7'r'(?-i — i), . . . 
voUständig und eindeutig dadurch bestimmt, dass 

n ~ ef* (mod (/|'), n ee cy (mod jj''), . . . 

Ist A = 2, so ist ebenso a nach dem Modul 2 durch die Congruenz 

n = ( — I Y (mod 4) 

und ist A > 2 so sind ot, y9 nach den Moduln 2, 2^"^ durch die Congruenz 

n = ( — iy'5'* (mod 2^) 
bestimmt. 

Die auf diese Weise bestimmten Exponenten, nämlich 

j'^, y^j ... wenn m ungerade 

^j Yv T'2f ••• wenn wi = 4 (mod 8) 
a, /9, y^, y^, ... wenn m = o (mod 8) 
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heissen die Indices der Zuhl n und soUcn in iro-end einer Reihenfolffe mit 

c? o 

bezeichnet werden, wahrend wir die Moduln, nach welchen diese Indices 
genommen sind, nämlich 

(fx~^{q^ — i), (J^^ \fl2 — O' ' •• wenn m ungerade 
2, q\'~\qx — i), q2~^[Q2 — 0> ••• -^y^mx /w = 4 (mod 8) 

2, 2^"% (/t'""^(</, - i), q^i~'\q^ — i), ... wenn wizi^o (mod 8) 

mit 

mj, m^, . . . , m^ 

bezeichnen, und zwar so dass a, der zum Modul m^ gehörige Index heisst. 

Die Anzahl /i der Indices ist also gleich der Anzahl der von ein- 
ander verschiedefien in m aufgehenden Primzahlen, öder, falls m durch 8 
teilbar ist, um eins grösser. 

Ist ein System von Zahlwerten fttr die Indices äj, a.^, ..., a^ nach 
dem System der Moduln m^, w^, . . . , m^, beliebig gegeben, so gehört dazu 
umgekehrt eine nach dem Modul m vollständig bestimmte Zahl n. Die 
Indices eincs Productes zweier Zahlcn sind die Summen der entsprechen- 
den Indices der einzelnen Factoren. 

Wenn wir also jeden der Indices ein voUstilndiges Restsystem nach 
seinem Modiil durchlaufen lassen, so erhalten wir die ganze Gruppe 9i 
vom Grade 

Um die Charaktere der Gruppe 9i zu erhalten, wählen wir ein System 
primitiver Einheitswurzeln der Ordnung w^, m^, . . . , m^, 

Sind alsdann aj, ai» •••> «/'i die Indices irgend einer Zahl n' in 9i, 
so erhält man die y{n) Charaktere /„(w) in der Form 



a I f/i Un fl., CL, .a. 
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§ 5. J>ie KreisteiluugspeHoden. 

Bedeutet r eine primitive m^® Einheitswurzel, und ?l irgend eine iii 
9i enthaltene Gruppe, so heisst die Suiiime 



a 



(O yj = Yr 

eine Kreisteilungsperiode und man hat nun zunächst auf zwei Umstände 
zu achten: 

I. Nach Abhandlung I, § 5, versehwindet ly dann und nar dann 
wenn fttr irgend eine mehrfach in m aufgehende Pfimzahl q alle der Be- 



dingung 



a = I (mod— I 
V Q/ 



genttgende Zahlen n in % enthalten sind. 

2. Wenn die in 1 erwähnte Bedingung nicht, dagegen fttr einen 
einfachen Primfactor q von in alle in 3i enthaltenen der Bedingung 



m 
a~ i I m()( 



7/ 



genttgende Zahlen zugleich in ?l enthalten sind, aber auch nur unter 
dieser Voraussetzung känn tj durch Einhcitswurzeln von niedrigerer Ord- 
nung ausgedrttckt werden. (I, § 4.) 

Es lasst sich diese Darstellung auch leicht linden; denn cs besteht 
in diesem Falle ?l aus lauter Zahlen von der Form 



"■(■+"7) 



worin h die lleihe der Zahlen o, i, ...,5 — i mit Ausnahme derjenigen, 
filr welche 



1 7 "^ 7 
I 4- A == Av/ 



ein Vielfaches von q ist, und a' eine Gruppe W fttr den Modul miq 
durchläuft. Dann ergiebt sich aber 



a a 



= Z/-" = — Tr-""' , 
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also rj (vom Vorzeichen abgeseheri) gleich einer aus Einhcitswurzeln der 
Ordnung m:q gebildeteii Periode. 

Es sei nun wieder % irgend eine in 9t enthaltene Gruppe vom Grade 
jr(/n):e, und es werde iiberhaupt an den Bezeichnungen der §§ 3, 4 
festgehalten. Unter den mit tj conjugierten Perioden 

a 

(2) rj^ = Z/-'"' 

feind, wenn nicht der Ausnahtnefall i eintritt, in welchem dieselberi alle 
verschwinden, e von einander vorschieden, entsprcchend den e Reihen 
%, %, ..., ?r,_, des § 3, nämlich 

(3) 7» 7a,» 7a,» • • • » 7''.-i' 

und diese sind die Wurzeln einer irredueibeln ganzzahligeh Gleichung 
e'®** Grades (I, § 5). Die rationalen Functionen von ^ mit rationalen 
Zahlencoefiicienten constituiren einen Kreiskörper, und es ist das Haupt- 
ergebniss der drei vorangegangenen Abhandlungen, dass man auf diese 
Weise alle Aberschen Körper erhält, und, wenn man den Ausnahmefall 
2 noch ausschliesst, jeden nur einmal. 

Die Permutationsgruppe des auf diese Weise gebildeten Körpers (öder 
die GALOis'sche Gruppe der Gleichung fCir yy) besteht aus den e Substi- 
tutionen 

und ist also isomorph mit der Gruppe 91 der Reihen ?l, ^Jl|, .. ., %t-\y 
öder auch isonior2)h mit der zu % reciproken Gruppe SP. 

Will man also Abersche Körper bilden, deren Gruppe vorgeschriebene 
Invarianten e^, e^j . . . , e^ hat, so wird man zunächst nicht auf die Bildung 
der Gruppe ?t, sondern auf die der reciproken Gruppe 93 ausgehen, welche 
eben diese Invarianten besitzt. Hieraus ergeben sich die beiden folgen- 
den, zusammeu zu beantwortenden Fragen: 

I. Welche Moduln m sind geeignety tim ymt ihrer HUfe Gruppen SÖ mit 
den vorgeschriébenen Invarianten e^ , e.,, . . . , e^ zu bilden, und zwar so, dass 
die zu 93 reciproke Gruppe ?l nicht unter die beiden Ausnahmefälle i, 2 fällt? ^ 



* Dass fUr beliebig gegebene Invarianten imuier solche Moduln existieren, ist in der 
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II. IVie fimlet man diese Gruppen fiir einen gefieheiien dazu geeigneten 
Modul? 



% 6. Bedingungen fi\v den Modiil m. 

Es ist zunachst erforderlich, die- Bedingungen, i, 2 welche die aiiszu- 
schliessenden Gruppen % charakterisieren, auf solche för die Gruppe 93 
zu Q bert rågen. 

Wir bezeichnen die Indices einer jeden Zahl a in % mit 

die einer jeden Zahl h in 2? mit 

SO dass also die Zahlen h dadurch definiert sind, dass fttr alle Zahlen a 

(I) 0>i Cl>2 • • • ft>;i ' =1. 

Wir haben nun wenn q ein Primfactor von m i.st, diejenigen Zahlen 
a zu betrachten, welche der Bedingung 



(2) a~\ (mod ~ ) 



geniigen, und unterscheiden dabei folgende drei Fälle: 

1. Es sei q eine k mal in m aufgehende ungerade Primzahl und 
Ä: > I. Die Indices aller der Bedingung (2) genttgenden Zahlen a sind 
dann gleich NuU mit Ausnahme des zum Modul q''~^{q — i) gehörigen, 
und dieser letztere känn jeden Wert annehmen, der durch q''~^{q — i) 
teilbar ist. Die Gruppe ?l wird also dann und nur dann die sämmt- 
lichen der Bedingung (2) genögende Zahlen a enthalten, wenn die zum 
Modtd q^~~^{q — i) gehörigen Indices y9 alle durch q teilbar sind. 

2, Ist q = 2 80 schliesst man ebenso, dass alle der Bedingung (2) 
genttgenden Zahlen a dann und nur dann in ?l enthalten sind, wenn die 
zum Modul 2 öder 2^"^ gehörigen Indices y9 alle gerade sind, je nachdem 
m = 4 öder m^o (mod 8) ist. 

oben citierten Arbeit von Frobenujs und Stiokelberoer gezcigt. Jedoch ist dort die 
Frage nicht berllhrt, wie man alle diese Moduln crhält. 
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Schllessen wir diese Fallo aus, so känn die Kreisteilungsperiode yj 
nlcht verschwinden. 

3. Ist q ein einfacher Primfactor von wr, so sind die der Bedingung 

(2) genögenden Zahlen a dadiirch charakterisiert, dass die Indices der- 
selben alle verschwinden mit Ausnahme des ziim Modul g — i gehörigen, 
welcher jeden beliebigcn Wert haben känn. Es tritt also hiernach der 
zweite Ausnahmefall, nämlich die Keduction auf Einheitswurzeln niedri- 
gerer Ordnung, dann und nur dann ein, ivenn die zum Modul q — i ge- 
hörigen Indices (i alle gleich Nidl sind, 

Nun ist nach der Definition der Invarianten e^ die kleinste positive 
Zahl; welche fttr alle Elemente h den Bedingungen gentigt: 

(3) e^fj^EEO (mod ?Uj), ^1 A ^ ^ (mod mj, . . . , e,y9^ = o (mod m,J. 

• 

Sollen also die beiden Ausnahmefalle ausgeschlossen scin, so ergeben sich 
nach I, 2, 3 fCir den Modul m die folgenden Bedingungen. 

Eine ungerade Primzahl q^ darf nicht öfter in m^ enthalten sein als 
in e^ (weil sonst nach (3) sammtliche y9j durch q^ teilbar waren), also: 

A. Eine in e^ nicht enthxdtene ungerade Primzahl känn nur einfach 
in m enthalten sein und eine in e^ enthaltene ungerade Primzahl känn höchstens 
einmal mehr in m als in e^ aufgehen. 

B. Ist e^ ungerade, so muss auch m ungerade sein, und ist e^ durch 
eine Potenz van 2 teilbar, so känn m den Factor 2 höchstens zweimal öfter 
enthalten als e^. 

C. Ist q eine einfach in m aufgehende Primzahl, so muss q — i we- 
nigstens durch eine der in e^ atifgehenden Primzahlen teilbar sein. 

Diese Bedingungen erweisen sich als notwendig. Es wird sich spater 
noch eine weitere Bedinornn<x orojeben, die dann mit diesen zusammen 
auch hinreichend ist. 



8 7. Besthnmung (ler Griippe 3?. 

Wenn eine Gruppe 23 mit den Invarianten e, , Cj, ..., e^ existiert, 
so giebt es eine Basis von v Elementen g^, g^, ..., g^ von den Graden 
^1, e.^, ..., e^, so dass jedes Element b in der Form djirstellbar ist 

( i ) b \^. g\\f^ . . . gl" (mod m\ 



Theorie der Aberschen Zahlkörper. 121 

und jedea nur einmal, wenn o?, , rrj, ..., x^ je ein vollstandiges Rest- 
system möd^i, e^y ..., e^ durchlaufen. 
Sind nun 

Pi,iy fix,2, .-., fii,;i die Indices von g^y 



/?«,!> I^2,2J • •. , y^a,;* » » » ^ 



2> 



y^y.l > l^v,2J • • • > A,^ 3) )) J) ^^, 

80 erhält man die Indices y9i, y?^, . . . , y9^ eines beliebigen Elementes b 
in der Form: 



(2) 



Pi= 1^1,1^1 + A.1^2 + . • . + y9,,,rr, (mod w,) 
A = /*i.2^i + A.2^2 + • • . + A.2^v (^nod w?2) 



/9,, = /9i,,a;, + /92,,,rr2 + • • • + /9.,;*^v (»nod w^). 
Umgekehrt liefert auch jedcs System der 

ajj (mode,), x^ (mod c^), . . . , x^ (mod e^) 

in (2) eingesetzt, die Indices einer und nur einer Zahl b. 

Hieraus ergeben sich mit Rtlcksicht auf 1, 2, 3 des vorigen Para- 
graphen die nicht nur notwendigen sondern auch hinreichenden Bedingungen 
fftr die Indices ^9^,* des Basis. 

I. Die y9Ä,i mussen so beschaffen sehiy dass die Congruenzen 



(3) 



y^i.ia^i + /5,,,a;., + . . . + y9,,,:r, = o (mod »«,) 

• 

/5),23;, + y9s,ja;i, + . . . + ^.,i^. = o (mod m^ 



fiui^^i + A.;»^» + • • • + P.,^^> = o (»nod »',.) 
die Congruenzen 

(4) x^=o (modöj), ^^2— ^ (mod öj), . . . , x^ = o (mod e^) 

zur notwendigen Folge huben, 

II. 1st q ein mehrmals in m aufgehender Primfactor und fnf^ = g*''\q — i), 

Acta mathematiea, 9. Imprimé le 17 Novembre 1886. 16 
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oder falls g = 2 isfy m^ = 2^""' öder = 2, /ö naohdem m durch 8 teilhar 
ist öder nichtj so durfen die u Zahlen 

(5) /^l,A> P'I,hi ' ' ' } Pv,h 

nicht alle durch q teilhar sein, 

III. Soll auch der zweite AusnahmefaU ausgescMossen sein, so dUrfenj 
wetin q ein einfacher Primfactor von m und m^ = q — i ist^ die Zahlen 

P\,h » P'l,h^ • • • > Pv,h 

nicht alle durch q — i teilhar sein. 

Um die Mögllchkeit der ErftlUung dieser Bedinguugen beurteilen zii 
können, bezeichnen wir mit 

den grössten geineinschaftlichen Teilcr von Cj, und wi^, so dass, wegen der 
von den e,, vorausgesetzten Eigenschaft in der Zahlenreihe 

(7) d\ f^j d^^hj • • • j dv j^ 

jede Zahl durch die folgende teilbar ist, und sctzen ferner 

(8) 

so dass ö^/, und m^^ relative Primzahlen sind, und wegen (7) in der 
Zahlenreihe 

(9) wi,,Ä, w«2,A, . . . , m.^j, 

jede Zahl durch die vorangegangene teilbar ist. 

Die Zahlen dk^h^ e^^n '^>^k,h s5nd durch die Invarianten e^ Cj, ..., e^ 
und den Modul m allein bestimmt, und wenn m den Bedingungen A, B, 
C des vorigen Paragraphen gendgt, $0 ist rn^j, im Falle II nicht durch q, 
im Falle III nicht durch q — i teilbar, wie aus 

hervorgeht. 
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Da nun e^ der Grad von gt ist, und ^^, , ^^2> ••• > /5^/i die Indices 
von ffj^y 80 ist ^4 die kleinste positive Zahl, welche den Congruenzen 

(lo) et/ij^f,^o {moå m,) (A=i,2,...,/i) 

gen tigt. Daraus folgt aber mittelst (8) 

und daraus, da ö^^^ und m^^^ relativ prim sind, 

A,Ä = o (modm,^,). 

Wir setzen daher, indem wir unter j-^^f^ neue ganze Zahlen verstehen, 
die nach dem Modul rf^ ^ ^^ nehmen sind 

und formen damit die Congruenzen (3) um. 

Man erhält zunachst durch einsetzen von (8) und (11) in (3): 

und daraus mittelst der Relationen 

(l 2) = ; '- = ^ = O^O., . . . 0„_^ , 

^ ^ m\,h dtj, ek <?i,A Ci,Ä 

worin wie in § i (11) 

(13) -=^\y J"""^2' • • • » -■ = ^v-l» e. "-= ^'yJ C, = fy,^;^.. ./^ 



<?j 63 ^y 



> •*•> 



gesetzt ist, 

(14) ^i.kh.k^i + ^-i.iri.A^^p^a + ••• + ^v,*rv.i^^^\'--- ^?.-i'^^o (inodt?,). 

und die Bedingung I ist nun darauf zuruckgefuhrt, dass die fur k ^= 1,2 
. . . , fi gultigen Congruenzen ( 1 4), die sicli aiif einen und denselben Modul 
hezielien^ die Congruenzen (4) zur notwendigen Folge hahen, 

Bei den weiteren Folgerungen aus dieser Forderung sttUzen wir uns 
auf das nåchstehende, leicht zu beweisende Lemma, 
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Die nach irgend einem Modul d genominenen Congruenzen 

(modo^) 

%A^i + ••• + %,.^v^O 

können befriedigt werden ohne dass sämmtliche o^i, . . . , x^ durcli d 
teilbar sind, wenn v > fi ist öder wenn zwar j^ <^/i aber alle aus den 
Reihen der Cocfficienten a^^.zu bildenden i;-reihigen Determinanten mit 
d einen gcmeinschaftlichen Teiler haben, im andern Fall ist dies nicht 
möglich. ' 

Da nun die Congpuenz (14) auch fttr den Modul e^ giltig sein und 
die Folgerung 

a:;i = o, 0^2 = 0, . . . , x^^o (mod e^) 

ergcben muss, so erhalten wir eine vierte Bedingung ftir den Modul m. 

D. Es muss die AnzaU fi der Indices fur den Modul m gleich öder 
grösser sein als die Änzahl u der Invarianten. 

Die Congruenzen (14) lassen sich nun successive durch die folgenden 
ersetzen : 

(15) e,^,r^^,Xi = o (mod(?j), 

welche die Bedingung ergiebt: 



durfen keinen gemeinschaftlichen Teiler mit 'd^ haben. 
Dann folgt aus (15) 

(16) X, = d,x[, 

und aus (14) 

(i 7) «i.*ri,i^'i + ^3.*r2.*^2 =0 (mod o\), 



^ 



' Es ist kaum oötig, auf deo Beweis dieses Satzes hier eiDzagehco, der fast wört- 
lioh aus der Theorie der linearen homogeDen Gleichungen eDtDomineo werden känn. (Man 
vgl. z. B. LiPSCHiTZ, Lehrbuch der Analysis, Bd. I, Cap. IV.) 
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woraus die zweite Bedingung: 
(t?,) Nicht alle aus 

^2, iTs, 15 *^2,2r2,2> • • • > ^2,fiT'i»/i 

zu bUdenden zweireihigen Determinanten durfen einen yememschaftlichen Teiler 
mit d^ haben. 

Dann folgt aus (17) 



Xi — O2X1 , 






*1'2 ■""" On tV'2 • 



Indem man diese Schlussweise fortsetzt, gelangt inan schliesslich zu der 
Bedingung 

(JJ) Nicht alle aus 

^2,1^2,1' ^2,2r2,2 5 • • • > ^2,nT^,!i. 



^v, \Tv,\y ^v, 2 Tv, 2 > 



• • • 



> ^v,jlTv,!i 



ZU bUdenden )^'reihigen Determinanten durfen einen gemeinsamen Teiler mit 
dy haben. ♦ 

Wenn nun q eine in öj, e^, . . . , ep aber nicht in ^^^,, . . . , e^ auf- 
gehende Primzahl, also ein Teiler von å^ nicht aber von åp^i, f^p^^f-y^v 
ist, 80 fordert die Bedingung (c?^), dass man tlber die j^^^^ so verfttge, dass 
wenigstens eine der ^-reihigen Determinanten, etwa 



^l.lTl,!» ^l,2ri,2J 



^hpTi.i 



^2, ir2,l' ^2,2r2,2J • • • > ^2,pT'i,i 



^p,\Tp,\i ^P.^Tp,^^ 



pfpTp,, 



(A) 



nicht durch q teilbar sei, und wenn dieser Forderung för alle in e^ 
aufgehende Primzahlen q genttgt ist, so sind auch die Bedingungen (c?i), 
(^2), . . . , {å,) erfallt. 

Hieraus ergiebt sich die letzte Bedingung fur den Modul m: 
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\ 



E. Ist q eine in e^, e^y . . . , e^ aber nicht in e^^^ aufgekende Prim' 
zahly so muss eine Änordnung der m^, w^, . . . , w^ derart möglich sein^ 
dass dos Product 

nicht durch q teilhar ist. (SelbstverstÄndlich brauclit diese Änordnung för 
die verschiedenen Primzahlen q nicht dieselbe zu sein.) 

Ist die Bedingung E erfilllt, so känn man öbcr die ^^ /^ so verfftgen, 
dass auch die Bedingung (A) befriedigt ist; inan hat nur z. B. 

ri,i9 h,^y •••> rp,P durch y. nicht teilbar 

ra.n Thiy r3,2, .••, rp^y rp,iy •••» Yp.p-x durch q teilbar 

anzunehmen, und da hiernach an y^j^ noch keine Anforderung gestellt ist, 
so bleibt noch die Möglichkeit, den Bedingungen II, III zu genögen. 
Denn nach (ii) geschieht diesen Forderungen gentlge, wenn ein be- 
stimmtes ni^^hYi^ht nicht durch q öder nicht durch q — i teilbar ist, 
während m^f, durch q öder q — i nicht teilbar ist. 

Auch för die verschiedenen in Betracht komnienden Primzahlen q 
sind diese Forderungen offenbar mit einander verträglich. 



g 8. JBestitntnung der Gru2^2^e 31. 

Die Coefficienten j^^j^ lassen sich den Bedingungen des vorigen Para- 
graphen gemärss im AUgemeinen auf mehrfache Weise bestimmen. Unter 
diesen Bestimmungsarten können mehrere zu derselben Gruppe 25 ffthren; 
es können aber auch verschiedene Gruppen 33 und folglich auch ver- 
schiedene Gruppen 51 auftreten. Man muss also, um alle diese Gruppen 
zu bilden, die verschiedenen Bestimmungsweiscn der Coefficienten /^^ ;^ in 
Betracht ziehen. Man känn aber dann, wenn man die j^t,, gewählt hat, 
ohne erst auf die Gruppe SB einzugehen, direct zur Bildning der Gruppe 
31 schreiten, wie jetzt noch gezeigt wcrden soll. 

Sind wie oben a^, a,, ..., a,^ die Indices irgend einer Zahl in 31, 
Pi7 I^Qj ' ' ' 9 Pil die einer Zahl in 23, ist ferner 

(i) M = m^7n[ = m^m'^ = . . . = m^,m'^ 
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das kleinstc gerneinschaftliche Vielfache von m^, m^, ..., m^ so sind die 
beiden Gruppen ?t, S dadurch charakterisiert, dass stets 

(2) wi;^,ai + mj^jaj + . . . + m;y9,,a^ ee o (mod 31) 

öder dass die sämmtlichen 

ganze Zahlen sind. Nach § 7 (2) hat inan also alle diejenigen Zahlen- 
systeme aj, a^y ,.., a^ (mod mj, m^, ..., m^) aufzusuchen, fttr welche 

(4) [- . . . -^ (i:-l,2,.. ,v) 

ganze Zahlen sind. Die Ausdrttcke (4) lassen sich aher nach (8), (11) 
§ 7 so darstcllen 

80 dass man die einzelnen Tcrme auf den gemeinschaftlichen Nenner e^ 
bringen känn. Hiernach ergeben sich dann zur directen Bestimmung der 
Indices a/^ die Congruenzen 

(6) ^k,}n,\^i + ^-t.2A,2a2 + . . • + ek,,Jt,,iOia = o (mod e^). a-i,2,...,v) 



§ 9. Beamidere JFälle. 

Es hat nicht die geringste Schwierigkeit, nach den bisher gegebenen 
Vorschriften Zahlenbeispiele in beliebiger Menge durchzuföhren. Wir 
tlberlassen dies dem Leser und heben hier nur noch zwei Fälle allgemei- 
nerer Art hervor, in welchen den Resultaten eine einfachere Gestalt ge- 
geben werden känn. 

I. Es sei u =^ ij also die Gruppe f& regulår 

m = 2^5'J»gJ« . . . 
Es ist in diesem Fall nach § 7 (8) 
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und die Bedingung E reduciert sich darauf, dass 

keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Die Zahlen /'j i, ;-, j, . . . , j-^^^ 
hat man dann so zu wHhlen, dass auch 

keinen gemeinschaftlichen Teiler mit e^ haben, und ttberdiess zur Ver- 
meidung der Ausnahmefälle, so dass, wenn q Primfactor von m ist und 
m^ der zugehörige Indexmodul, e^^ifi^x nicht durch q — i öder nicht durch 
q^ teilbar ist, jc nachdem q einmal öder mehrmals in m aufgeht, eine 
Forderung, welcher ' wegen der Voraussetzungen A, B, C stets gentigt 
werden känn. Fttr die Indices a erhält man dann die eine Bedingung 

(O ^i,iri,i«i + ^i,2ri,2a2 + . . . + ex^,j,^^a^ = o (mod c,). 

Dies ist der von Kronecker in der oben erwähnten Abhandlung be- 
handelte Fall. 

2. Es sei v bcliebig, dagegen 

(2) , e, == ^2 = • • • = ^. = i? 

gleich einer und derselben Primzahl (einschliesslich der Primzahl 2). Alle 
von p verschiedencn in m aufgehenden Primzahlen mtissen in diesem 
Falle = I (mod p) sein und können nur einfache Factoren von m sein. 
Der F^actor p selbst känn zweimal und wenn p = 2 ist, dreimal in m 
enthalten sein, aber nicht nur einmal (wegen C). 
Wir nehmen zuerst an, es sei: 

m = q^q^ , . . q^, 
9i = h ?2 = i» • • • » %^^ {^^odp)y fi>U 

Wj ==</, — I , W2, = (/^ — ^ ' ' ' y »'/i = !?,*— I- 

Dann ist 

Die Zahlen j^^f, hat man so anzunehmen, dass nicht alle i^-reihigen 
Determ inan ten aus 
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ri,i> ri,2> • ' ' y Ti, /t 

T'2,l y ^2,2» • • • > J''2,n 



(lurch ^ teilbar sind, und dann erhalt man die Gruppe ^Ä, indem man 
alle Zahlen a aufsucht welche den Congruenzen 

rv,i«i + rv,2a2 + . • • + rv,/.a/t = o 

gentigen. Durch diese Congruenzen sind p von den Zahlen a^ durch die 
tibrigen /i — v, welche willkörlich sind, nach dem Modul /> bestimmt. 
Nun känn jede Zahl a^^, ohne die Bedingungen (3) zu verletzen, ersetzt 
werden durch 

(4) «A + ^"^fP^ ^h = O, I, 2, . . . , ^^ I. . 

Bozeichnen wir also mit c,, c^, .. . primitive Wurzoln von q^, q^y ... so ist 

a = Cl' (mod ^i) 
a = c? (mod q^) 



und daher, wenn r^, r^, ... primitive Einheitswurzeln der Ordnung 
(/,, q^y ... bedeuten 



/ ~-^ / I /o . .« • 



und also, nach (4) 

(5) v = ^^rT"''f 



a Sk 

tvorin die mit a hezeichnete Sunune auf alle den Congruenzen (3) genUgenden 
ZaJden a^,, rf/e kleiner als q und nicht negativ sind, erstreckt ist. 
Sotzen wir also 

(6) ^it^= i rr^'" 

p 

Acta mathematlfa, 9, Imprtmé le 30 Novembrc IflHG. |7 
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was nichts anderes als die von Gauss eingeftlhrten (7^ — i :j[)-gliedrigen 
Perioden sind, so erhält (5) die Form 

(7) v = i^i??!^' . . . 

worin die Summe nach a ebenso zu erklären ist wie in (5). 

Ist insbesondere /i = v, so werden die in (7) vorkommenden a alle 
= o und man erhält tj dargestellt als ein Product von v einfachen 
GAUSs'schen Perioden. 

Nicht viel änders gestaltet sich das Resultat, wenn wir 

(8) m = p\q^ ... 

setzen. Wir nehmen eine primitive Wurzel c^ von p^ und definieren a^ 
nach dem Modul p{p — i) durch die Congruenz 

a^c^ (mod^^). 

Ist dann r^ eine primitive Einheitswurzel der Ordnung p^y und yf^ 
die (p — i)-gliedrige Periode 

SO wird jetzt 

(9) v = i<w^:vZ' • • • 

worin die Suinme nach o tlber alle den Congruenzen 

(10) j-^^^ao + r*.i«i + r*.s«« + . . . = o (modjj) (»-i,* » 

genögenden Werte a erstreckt ist, die kleiner als p und nicht negativ sind. 

Ist endlich p = 2 und 

m = Sq^q^ . . . 

so bestimmt man a©, aj nach dem Modul 2 aus der Congruenz 

(ii) (— i)'^5«'« = a (mod 8) 

und erhält för rj den Ausdruck 

(12) ri = Te*' ^yiX'... 

worin wieder die nach a genommene Suinme tlber alle den Congruenzen 

(13) TÄ.oao + r^ai + A^i^i + rÄ.2«2 + . . . = o (mod 2) 
genttgenden Werte a, die gleich o öder i gesetzt werden können, erstreckt ist. 

Marburg, im October 1886. 
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KALENDER-FORMELN 

VON 

CHR. ZELLER 

in MARKGBÖNINGEN. 



I. Wochentag8'Iiechnung. 

I . Regel. 

J sei die Zahl des Jahrhunderts, 

K die Jahrszahl innerhalb desselben, 

m die Zahl des Monats, 

q die Zahl des Monatstags, 

h die Zahl des Wochentags; 
Bruchreste bleiben weg; Januar und Februar werden als 13. u. 14. Monat 
des vorhergehenden Jahre^ betrachtet — : 

dann ist h gleich dem Reste, welcher bleibt 

A) iiri julianischen Kalender, wenn die Summe 

B) im gregoriani schen Kalender, wenn die Suinnie 

, (m + 1)26 . j^ . K . J j 

g + ^^ — h K 4- — 2J 

^ ' 10 ' ' 4 ' 4 

durch 7 dividiert wird. 

Die Rechnung wird vereinfacht, wenn man schon beim Summieren 
Mehrfache von 7 weglässt öder nur die Siebener-Reste addiert. 

Acta mathfmatica' 9. Imprimé le 70 Novembre 1H8G. 
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2. Beispiel. 

A) An ivekhem Wochentuge landete Columlnis 12 Okt, 1492? 

5=12, m =^10, iir = 92, e/= 14 

, (10 + 1)26 •. , , I o I I I 

12 +^ :^ 1-92 + 23 + 5 — 14=12 + 28 + 92 + 23 + 5 — 14 

= 5 + 0+1+2 + 5 = 13=1.7 + 6 

A = 6; also am sechsten Wochentag öder Freitag. 

B) 171 2, 24 Jan. Geburtstag Friedr, IL 

q = 24, m = 1 3, JSl = 1 1 , J" = 1 7 

, (13 + 1)26 , ,11,17 I ^ . 

24 + '-^-—^—+ 11+ — + -i_2.i7 = 24+36+ii + 2 + 4 — 34 
10 44 

= 43 = 6.7 + I 

h = I ; also war Friedr. II geboren ain 1 . Wochentag odcr Sonntag. 

3. Erläuterung. 

Von den Werten der obigcn Suinmc llndert sicli q mit jedem Tage, 

m mit jedem Monat, K mit jedem Jahr, — mit jedem Schaltjahr, J mit 

jedem einzelnen, - je mit dem vierten Jahrhundert. Von hieraus erhellt, 

dass die Formel fiir alle Fc^lle richtig bleiltt, wenn sie es, wovon eih 
beliebiges Beispiel t\berzeugt, ftir irgend einen ist, sofern sie sich genan 
den Veränderungen anpasst, Avelche der Lauf des Kalenders mit sich bringt, 
auch wo diese un regelmässig und sprungsweise geschehcn. Am meisten 
Unregelmässigkeit z. B. bieten die Monatslängen; aber der Ausdruck 

^^ — wird den Schwankuno-en derselben orerecht; dieser Wert wachst 

JO 00» 

mit jedem Monat um 2.6, was bald eine Zunahme von 2 bald von 3 
Ganzen bewirken känn und in Wirklichkeit gerade ftir diejenigen Monate, 
welche 3 1 Tage öder 4 Wochen 3 Tage haben drei, fiir die Monate mit 
30 Tagen zwei Ganze ausmacht. Durch diesen Ausdruck ist es möglich 
geworden, alle in Betracht kommende Zahlen in eine Formel zu ver- 
einigen, ohne Hilfs-Tafeln odcr -Zahlen anzuwenden. 
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II. Oster-Itechnunff. 

I . Regel. 

A) Fur den julianisclien Kalender, 

i) Dividierc die Jahrszahl (ioo«7+ K) odcr was denselben Rest gicbt 
(5«/ + K) durch 19, Rest a; 

2) (19a -f 15) dividiere mit 30, Rest h\ 

b ist. die OstervoUmondszaJd und giebt an, wic viele Tage iiaeh dein 21 
März der Ostervollmond ist; 

3) zu b addiere (K-] JL dividiere iiiit 7, Rest d] 

daiin ist Östern (ft + 7 — ^0 Tage naeli dem 2 1 März, (7 — d) T«ge 
nach dem Ostervollmond. 

« 

B) Fur den gregorianischen K(dender. 
i) {5J+ K) dividiere mit 19, Rest a; 

2) zu (t9« + 15) addiere die Zahl g = J ; 

J J . , , 

19a + 15 -{- J dividiere mit 30, Rest />, die Öster voUmond szahl ; 

4 3 

K J 

3) zu b addiere TT-j 1 1- 2 — 2e7, dividiere mit 7, Rest rf; 

4 4 

dann ist Ostgrn (i + 7 — <l) Tage nach dem 2 1 Marz. 

Yjusatz 1. Der Wert von g in 2) bleibt sich oft melirere Jahrhun- 
derte gleich und betragt 7, 8, 9 fur die Jahre 1583 — 1700, 1700 — 1900, 

« 

1900 — 2200. Die dafiir gegebne Formel ist richtig bis zum Jahr 4200; 

fUr Jahre, welche darilber hinauslicgen, ist anstått - genauer — zu 

setzen. So geändert gilt die Formel dann ganz allgemein fOr alle elahr- 
hunderte des gregorianischen Kalenders. 

Zusatz 3. Wenn bei 3) die Division mit 7 aufgeht, so ist d = o 
zu setzen, ausgenommen beim gregorianischen Kalender in zwei Fallen: 
i) wenn d = o und ft = 29; 2) wenn rf = o, b = 28, a > 10; dann ist 
rf = 7 zu nehmen; öder was dasselbe ist: Avenn die Rechnung fQr rf = o, 
6 = 29 als Osterdatum den 26 April ergiebt, so ist dafiir der 19 April 
zu setzen, und der 18 anstått 25 April, wenn b = 28, a > 10, rf = o 
gefunden wird. 
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Ubrigens lässt sich diese Ausnahme auch in die Formel gelbst ein- 
ftlhren, wie Herm. Kinkelin von Basel zeigt in der grtlndlichen und 
instruktiven Abhandlung tlber Berechnung des christlichen Osterfests, Zeit- 
schrift far Mathematik und Physik, Bd. XV, 1870, S. 217 — 228. 

b + — 
Macht man nämlich f = so wird da b nie grösser als 29, a nie 

grösser als 18, der Wert f iminev der NuU gleich, ausser in jenen beiden 
AusnahniefäUen 6 = 29 öder t = 28 und a > 10, wo man /*= i erhält. 
Ftigt man nun dem Ausdruck för das Osterdatum noch — yf bei, so 
schliesst derselbe auch jene Ausnahmefälle ein. 

2 . Beispiel. 

A) Rafael sfarb 2 Tage vor Östern 1520, an welcJiem Monatstage? 

,7=15, K =20, /i" + 5^= 95 = 5-19 + o, a = o 

iga+ 15 = 15, & = 15 

15 + 20 +^— 15 = 25 = 7.3 + 4, rf= 4 

Östern 15 + 7 — 4= 18 Tage nach dem 21 März, am 39 März öder 
8 April. Rafael starb am Carfreitag 6 April. 

B) Östern 1886. 

J= 18, K= 86, -= 21 

' 4 

86 + 5.18 = 176 = 19.9 + 5, a = 5 

19.5 + 15 + 18—-!- — ^= 118 = 30.3 + 28, 6= 28 

4 3 

28 + 86+ — + — + 2 — 2.18= 141 —36= 105 = 7.15 +0, 

4 4 

^ = O (weil a < 10) 

Östern (28+7 — o) = 35 Tage nach dem 21 März, am 56 Mftrz öder 
25 April. 

3 . Erläuterung. 

Die bei der Division mit 19 in i) als Rest gefundene Zalil a ist 
gleich der um i verminderten goldnen Zahl, woran die Stelle des betr. 
Jahrs in der 19-jährigen Mondsperiode erkannt wird. a wächst mit 
jedem Jahr uin i und känn alle Werte von o bis 18 annehmen. 
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r 



Der Ostervollinond ist je im nachsten Jahr entweder um 1 1 Tage 
frfther öder um 30 — 11 = 19 Tage spftter; nach eben deraselben Ge- 
setze geschieht auch der Fortschritt öder Rockgäng bei dem Reste der 
Division, von (19a + 15) durch 30, und so ilberzeugt man sich auch hier, 
dass die Formel, wenn sie för die OstervoUmondszahl einmal ein rich- 
tiges Resultat giebt, immer ein solches geben muss, denn die Werte von 
b schreiten ja ganz dem Mondlauf entsprechend vorwärts öder zurtlck. 

0brigens liesse sich die Richtigkeit des Verfahrens auch aus den 
allbekannten Anweisungen zur cyklischen Berechnung der Mondsphasen 
mittelst der goldnen Zahl darthun. 

Bei dem gregorianischen Kalender muss in 2) dem Ausdruck (19»+ 15) 
noch die Zahl g hinzugefögt werden. In diesem Kalender ist nämlich 

wegen der ausgeworfenen Säcular-Schalttage das Datum um (j 2) 

Tage vorgeruckt, öder Ij 2) ist die Summe der unter dem Namen 

Sonnengleichung, cequatio solaris, ausgefallenen Tage; zugleich aber wird 
durch die sog. Mondsgleichung (cequatio lunaris) jede Mondsphase in 300 
Jahren um i Tag, genauer in 2500 Jahren um 8 Tage rtickwärts ver- 
schoben; die Sumnie dieser als Mondsgleichung zu subtrahierenden Tage 

beträgt i 2j öder genauer ( — 2) welche im entgegengesetzten 

Sinn von der Sonnengleichung zu rechnen sind, so dass dann der Ge- 
sammtwert, um welchen sich gegen dem julianischen Kalender der Voll- 
inondstag verschiebt 

(j_^_ 2) -g- 2) = {j-i-^ = g Tage beträgt. 

Diese muss man dem julianischen Ostervollmondsdatum zuzahlen, wie 
oben geschehen ist. 

Ist der Ostervollmondstag gefunden, so muss noch sein Wochentag 
und wie viele Tage von da bis zum nächsten Sonntag sind, bestimmt 
werden. Es geschieht ganz nach der obigen Wochentags-Rechnung. 
(rf + O ^^^ ^^^ Wochentagszahl des OstervoUmonds und von da bis zum 
nächsten Sonntage öder 8 Wochentage sind 8 — (rf + i) öder (7 — rf) 
Tage, wie oben gesagt ist. 

Schliesslich möge noch beigefttgt werden, daiss die obigen Formeln, 
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doch init kleincr Abweichunjr und ohne die Erhiuterimm^n, in lateinischer 
Sprache mitgeteilt worden sind in dem Bulletin de la société ma- 
thématique de France 1883, S. 59, sowie neuerdings in den von 
O. BöKLEN in Reutlingen herausgegebnen Mathemat.-naturwissen- 
scliaftl. Mitteilungen, H. 2, S. 54. Tubingen 1885. 

Nachtrag. 

Anstått J und K känn man auch die Jahrszahl 'N selbst einföhren 

^ ^ K NN 

und hat J = — etc. FOr K -\ — känn man N -Å 1 setzen, för 

100 '4 4 100 • 

N N N 

g den Ausdruck etc. 

*^ 100 300 400 

Jet zt hat man nur die drei Regeln 

I) fOr den Wochentag: 

julianisch: q + 2m -\ h A^ H 

gregorian.: q + 2m H ^ \- N + -— (^— — 

II) fttr den VoUmond: 

N 
julianisch: igN f- 15 

gregorian.: 19A— — + 15 + ( - 



400 



dividiere mit 
7, Rest Ä, die 
Wochentags-r 
zahl; 



00 



N 
300 



400/ 



dividiere mit 30, Rest ft, 
die OstervoUmondszahl ; 



wobei zur Berechnung nur die Jahrszahl ^A'^ verwendet wird; 



III) fttr das Öster fest: 

. • . ■ N ■ 
julianisch: h '\- N -\ 



N 
gregorian.: t) + N '\ 

4 



^*^ Ö 



N 
100 



_iV 
400 



) 



dividiere mit 7, Rest dy 



dann ist Östern (ft + 7 — <^) Tage nach dem 21 Mllrz. 

Man hat etwas grössere Zahlen in der Rechnung, aber melu' Uber- 
sichtlichkeit und ausser t) und d keine Hilfszahl. — Die Ausdrucke in 
den Klammern repräsentiren bei 1) und II) den Betrag der Sonnenglei- 
chung, bei II) den oben mit // bczeichneten kombinierten Betrag der Sonnen- 
und Mondsgh^iehung. 
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Ober einen zusammenhang 

ZWISCHEN GEWISSEN LINEAREN 

DIFFERENTIAL- UND DIFFERENZENGLEICHUNGEN 

VON 

HJ. MELLIN 

in HELSINGFORS. 



I. In meiner Arbeit Zur Theorie der Gammafuncliony Bd. 8 diescfl 
JournaL«; S. 37 — 80, habe ich gewisse mit der Gammafunction sehr nalic 
verwandte Transcendenten untersucht. Es wurde behauj)tet, dass die for- 
male Ubereinstimmung, welche die Theorie dieser Functioricn mit der 
Theorie der linearen Diflferentialgleichungen in gewissen Hinsichten erhäU, 
dadurch erklärt werden känn, dass in der That auch ein bestimmter Zu- 
sammenhang zwischen diesen Functionen und den Integralen gewisser li- 
nearen Differential crleich un o;en stattfindet. Am Ende der Arbeit wurde 
ein specieller, diesen Zusammenhang angebender Satz ausgesprochen. Es 
wurde zugleich behauptet, dass dieser Satz nur ein Specialfall von all' 
gemeineren auf Diflferentialgleichungen der Form 

(1) {a, — b,x)x^y"'^ + {a, — b,x)x^-U/^-'' + . . . + (,,^ _ h„x)y = o 

sich beziehenden Sätzen sei. Die Diflferentialgleichung (1) wurde bei 
jener Gelegenheit in der Gestalt 

a A ^ il f^ a a d ^ il il ^ 

lIjt lix* ' ' ilje ^ ~ ilr ilx' ' ' dr ^' 

LtiÅ.- IJLtO Urtt.' iMfdO lA/tli Lt'JC 

auf die sie immer gebracht werden känn, geschrieben. 

Acta mathematica. 9. Imprlmé le 17 Novembre 1886. 13 
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Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist min, die Richtigkeit der oben 
erwähnten Behauptungen nachzuweisen. 

Obgleich es nieht iminer nothwendig ist, stellen wir uns dennocli vor, 
dass die bestinimten Integrale, von denen im Folgenden die Rede sein 
wird, längs einer die Grenzen verbindenden Geraden erstreckt sind. Liegt 
eine singulRre Stelle zwischen den Grenzen, so känn sie mit Ilölfe eines 
unendlich kleinen Halbkreises vermieden werden. 

Ist a^ von NuU verschieden, was im Folgenden vorausgesetzt werden 
soll, so haben die Integrale der Diflferentialgleichung (i) bekanntlich die 
Eigenschaft, mit einer passenden Potenz von x multiplicirt, in der Um- 
gebung von x = o endlich zu bleiben, nnd können in dieser Umgebung 
durch eine Samme von Reihen der Form 



» • 



x^T K") + r^ log.r + . . . + r';l,(logrr)*-'].-r', 



v- O 



dargestellt werden, wo p eine Wurzel der zum singulRren Punkte x = o 
der Diflferentialgleichung (i) gehörigen Fundamentalgleichung bedeutet. 
Bezeichnet also y>{x) ein Integral dieser DiflFerentialgleiebung, so hat das 



bestimmte Integral 



(2) f{z)=r.j\r{x)T-\lx, 



O 



för hinreichend grosse Werthe des reellen Theiles von ^, sicher einen 
endlichén Werth, wenn der singulilre Punkt 






der Diflferentialgleichung (i) von i verschieden ist. Den Fall wo a = i 
ist, wollen wir später fOr sich betracht^n. Der Ktirze halber wird daher 
im Folgenden, wenn das entgegengesetzte nicht gesagt wird, angenommen, 
dass X = I eine regullVre Stelle unserer Diflferentialgleichung ist. Be- 
zeichnet man also die ento-oorenoresetzten Werthe der Wurzeln der ge- 
nannten Fundamentalgleichung mit 

und den grössten unter den reellen Theilen von ^i, ^2, ..., z^ mit A, so 
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hat das bestiinmte Integral (2) immer einen endlichen Werth, wenn der 
reelle Theil von z > X ist. 

Durch das bestimmtc Integral (2) wird nun eine Function definirt, 
welche die folgende lincare Differcnzcngleichung erster Ordnung befriedigt 

(3) r,{z)f{, + I) = r.(^)/-(^>- B{z), 

wo rj,(-8f), Ti{z)y R{z) ganzc rationale Functionen bezeichnen. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich folgendermassen. 
Durch Multiplication mit x'~^ und Integration zwischen den Grenzen o 
und I folgt zunächst aus (i): 

1 

(4) fx'-' KaJ-y"' + a, a;"-' //"■-" + . . . + «.i/)rf.c 



O 

1 



= lx'{boX"i/^''^ + b.x"" ' y^"-^^ + . .. + b„y)dx. 



o 



Das Verfahren der theilweisen Integration liefert ferner die Glcichung 

1 
(5) Jf'x'dx = y." -» _<-='^ + yr'h{z - i) + . . . 



u 



1 

+ (_ iy^(^ _,)... (^ _ v + i)Jy.t'-'dx, 

u 

wo y/i'^ den Werth von y*^ fiir x = i bezeichnet. Aus Gleichung (4) 
erhellt nun, indeui man auf beiden Seiten gliedweise integrirt und jedcs 
Glied mit Hiilfe von (5) transformirt, dass' man auf der linken Seite 
ganze rationale Functionen und ausserdem das Integral 

1 

Jyx'-'dx = f{z) 



o 



und gleichfalls auf der rechten Seite ganze rationale Functionen und 
ausserde"m das Integral 

1 

fyxUlx = f[z+ 1) 
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bekommen wird. Die so erhaltene Gleichung känn nun offenbar auf die 
Form (3) gebracht werden. 

Die ganzen Functionen r^(^) und rj(^) sind durch folgende Glei- 
ehungen bcstimmt 

(6) r,{z) = rt„— a,_i^+a,._2^(^+ i) +..,+ {— iya,z{z+ i)...{z + n—i) 

(7) r,(^) = K — K.,{z + i) + K_,{z + i){z + 2) + . . . 

... + (— 0"^o(^+ i)(^+ 2)...{z + n) 

R{z) ist höchstens (n — i)^° Grades. Die beiden Functionen r^(^) und 
r^{z) sind von dem Integrale y{x) unabhangig. Die Coefficienten in Ii{z) 
aber sind homogene lineare Functionen von fr(i), j^'(i), ..., fr^''"'^^(i). Es 
ist offenbar 

^o{— ^) = «« + ^n-l^ + (^n-2^{^— O +..+ ^o^i^— l)...(^ — n +0=0 

die zum singulftren Punkte x = Oj und 

T,{z—i) = b„ — b^_,z+K_^z{z-}- \) + ...+ {—iyb,z{z + i).,.{z + n—i) = o 

die zum singulären Punkte x = co der Diflferentialgleichung (i) gehörige 
Fundamentalgleichung. 

2. Das oben betrachtete Integral f{z) känn in manchen FäJlen 
durch einen einfachen analytischen Ausdruck dargestellt werden. Wir 
wollen, um dies zu zeigen, annehmen, es sei entweder | a^ | > | i© I ^ *^ 
odcr I öP^ I = I ^0 1 > o (nicht aber a^ = b^)^ und im letzten Falie der 
reelle Theil von 

fe, a, 

* 

in algebraischem Sinne grösser als — i. 
Setzt man 

m 

80 folgt mit Hölfe von (4) die Gleichung 

(8) f{z-\- i) = r{z)f{z)-B.{z), 
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durch deren wiederholte Anwendung sich die folgende ergiebt 

(9) /^( ^>* = i^ + r(.)r(^ + 1) + • • • 

j B(g + m— O f[z + m) 



r(2)r(e + O • --TC^ + wt — 1) r(Ä)r(0 + 1) . . .r(« + m — i) 

Unter den obigen Voraussetzungen kaiin uun gczeigt werdeii, dass das 
Restglied in (9) stets die Null zur Grerize hat. Dies ist, wenn | ö^, j > j i/^ | 
ist, unmittelbar crsichtlich; denn das Product 

r(-^)r(^ + i) . . . r(-2? + m — 1) . 

wird alsdann mit wachsendem m unendlich, wiVhrend f{z + ^0' ^^ ^^ (^) 
die Verilnderliche x auf das Intervall o... i beseliränkt ist, sich der 

Grenze Null nllhert. Ist | a^ | = | 6,, |, so setzen wir p = ^^ und bezeichncn 

o 

die Wurzeln der Gleichungcn 









ro(^) ^ 


und 


i-.(^) - 





bcziehungsweise 


mit 




\ 














f-" 1 j '^'i > • • ' 


' > ^H 




und 








Z\^ ^2 7 • • • 


> ^n ' 




Dann ist 
















X 


^; 


+ -i + 


... + -<?„ 








z„ . 



Bringt man das Restglied in (9) auf die Form 



m X 



f(z + m) a m f{z + m) 



Ht X 9 



r{z)r(z + \),..r{z + m— l) T{z)Ti^z + \) . . .r(z + m — \) a"*m 

so geht aus § 2 meiner oben citirten Arbeit hervor, dass der erste Factor 
rcchter Hand ft^r wachsendes m sich der endlichen Grenze 



lim 



a*^m* r{z — z\) [\z — 2.2) • • • r{z — Zn) 



= « T{z)r{z + I) . . . r(2 + m — I) /^(^ _ z\) l\z — z^) . . . r{z --- zl) 
nähert. Da der reelle Theil von z grösser als Å vorausgesetzt wird, wo 
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X dic in § i bestiuunte Zahl bedeutct, so giebt es offeiibar eirie positive 
Constante A, wclche dic Bedingung 



erfiilit, wenn x auf das Intervall o . . . i bescljrilnkt ist. In Folge eines 
bekannten Satzes aus der Theorie der bcstinimten Integrale ist daher 



1 1 

I f{z + m)\ < f\ i/x' I x"'-\Ix < A fx'"-' = 



m 



o 



o 



Hieraus ergicbt sich 










f'(z + m) 

m X 

a m 


< 


A 

x+l 

m 



Da unserer Annabnie nach der reelle Theil von x > — i ist, so erhellt 
hieraus, dass das Restglied in (9) för waehsendes m sich der Grenze 
Null nahert. 

Hierniit ist nun unter den oben erwilhnten Voraussetzungen dargethan, 
nicht nur dass die Reihe 



Ub 






R(^ + v) 



T{z)T(z -f I).. .r(« + v) 



wenigstens fQr diejenigen Werthe von ^, fftr wclche das Integral cine 
bestimnite Bedcutung hat, eine convergirende ist, sondern auch dass 



(.0) 






B(« -f O 



{z)T(z + l)...r(2; + y) 



Der Convergenzbereich der recliten Seite von (10) ist nicht wie 
jener Bereich, in dem die linke Seite einen bestinunten Sinn hat, ein 
bcschnlnkter. Es känn unter den oben geniachten Voraussetzuncjrcn be- 
wiesen werden, dass diese Ueihe inimer convergirt, weini nur z von den 
VVurzeln der Gleichungen 



verschieden ist. Nehnien wir zunächst an, es sei l^^ol-^l^oh ^^ nahert 



Cber einen ZusammeDhaDg zwischen Differcutial- uDd DifferenzcDglcicbuDgeD. 143 

sich oflfenbar der Quotient eines Gliedes der Reihe diircli das vorherge- 
hende, d. h. die Grösse 

B(af + m) T^{z + m) 
R^z + m — I) * r^,(2 + t») ' 

wenn m ohne Ende w^chst, einer Grenze, deren absoluter Betrag kleiner 
als I ist, und es ergiebt sich leicht, dass dic Reihe in der Nähc jeder 
von den Wurzeln der genannten Gleichungen verschiedenen Stelle un- 
bedingt und gleichmässig convergirt. Ist ferner l^ol^^K^ol» ^^ ^^^' 

wlckeln wir den obigen Quotienten nach positiven Potenzen von — und 
erhalten nach einer einfaehen Rechnung 

R(z + to) r.(g + w.) _ / k — n — x c, \ 

• R(« + «»— i)'r„(« + TO)~ \ "^ m ■^»»'"^•'V' 

wo k die Gradzahl des Zahlers von R(^f) und c?j, r^, ... von m unab- 
hängige Grössen bezeichnen. AVeil k höchstens gleich n — i und der reelle 
Theil von x grösser als — i ist, so ist der reelle Theil von k — n — x 
jedenfalls negativ. Da die Grösse a, deren absoluter Betrag gleich i ist, 
von der Einheit verschieden ist, so sind nach einem bekannten Satze för 
die Reihe (lo) die hinreichcnden Convergenzbcdingungen erfttllt. 

In meincr Arbeit Zur Theorie der Gammafunction bin ich, von der 
Ganimafunction ausgehend, auf einem anderen Wege zu Reihen der Form 
(i o) gekomnien, indem gewisse anfangs durch Partialbruchreihen dar- 
gestellte Functioncn auf diese Form gebracht wurden. Stellt man die 
Ergebnissc dieser Arbeit mit dem Obigen zusammen, so crhellt, dass eine 
grösse Anzahl bestimmter Integrale auf jene Functionen zuröckgeffthrt 
werden känn. Zwischen der Differentialgleichung 

{a, — h,x)x''y^''^ + {a, — h,oc)x''-h/''-'^ + . . . + (^^ _ h,o:)y = o 

einerseits und der Gammafunction andcrerseits ergiebt sich zugleich ein 
interessanter Zusammenhang, der aus der folgenden Darstellung hervor- 
gehen wird. Fassen wir zunUchst den Fall, ^vo | a^ | > | ft^ | ist, vorzugs- 
weise ins Auge, so känn dieser Zusammenhang in aller Kttrze folgender- 
massen anoreo^eben werden. 
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Bezcichnet man mit b die erste der Grössen b^y ftj, ..., ft^, die 
nicht gleich Null ist, und setzt 

r,{z) = (— iy-'b{z — z[){z — z:,) ...\z — zl) 

^ ^ U / rc^ - z\)ixz'-'z:2) . . . rxz - zD ' 

so ist F{z) eine der Gleichung 

F{z+i) = T{z)F{z) 

genttgcnde Function. Diese Gleichung känn als ein Specialfall von (8) 
aufgefasst werden. Dem MiTTAO-LEFFLEUschen Satze gemftss setze man 

nun 

F{z) = r{z) + Q{z), 

wo P{z) eine Partialbruchreihe und Q[z) eine beständig convergirende 
Potenzreihe bezeichnet. In der oben genannten Arbeit ist gezeigt worden, 
dass P{z) ciner Differenzengleichung der Form (8) Genttge leistet Anderer- 
seits ttbcrzeugt man sich ohne Schwierigkeit, wenn man die Abhangigkeit 
der rationalcn Function R{z) von y^, j/|, ../, yi""^^ beachtet, dass es unter 
den particuläron Integralen der obigen Diflferentialgleichung eines und 
zwar nur ein einziges tj giebt, för welches die durch 



1 
f(2) = frjx'-' (Ix 



O 



definirte Function f[z) dicselbe Differcnzengleichimg genftgt wie P{z). 
Da die beiden Functionen P{z) und f[z) ausserdem die Bedingung 

lim P{z + ^>0 = o = lim f[z + m) 

m ««= » m = 00 

crfnllen, so folgt leicht aus den fröheren Betrachtungcn, dass sie im 
ganzen Göltigkeitsbereich des Integrals fibereinstiinmen mttssen. Es giebt 
somit ein particuUres Integral tj der Differentialgleichung (i), för welches 



1 
P[z) = fr3x'-'dx. 



« 
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Die beständig convergirende Potenzreihe Q{z) gentigt auch einer Dif- 
ferenzengleichung der Form (8). Dass dieselbe, sowie auch die Function 
F{z), mit Htilfe einea particularen Integrals der Differentialgleichung (i) 
auf die Form eines bestimmten Integrals gebracht werden känn, wollen 
wir im Folgenden för einen ziemlich umfassenden Fall nachweisen. 

3. Es soll nunmehr vorausgesetzt werden, dass a^ und b^ beide von 
NuU verschieden sind. Die zum singulären Punkte 



.r = J^ = a 

der Differentialgleichung (i) gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
lautet 

pip— \)...{p — n + 2){fi + X + i) = o. 

Das zur Wurzel p = — x — i gehörige Integral, welches im Folgenden 
mit ^ bezeichnet wird, ist nun besonders bemerkenswerth. Der obigen 
Voraussetzung fogen wir nun noch die Bedingung hinzu, dass der reelle 
Theil von x kleiner als — n sein soll. Es sind alsdann die Werthe 

V) V)' y.^"-!) 

VaJ 7rt? • • • > 7a y 

welchc 7j, oy', . . . , ^^"~^^ för x = a annehmen, alle gleich NuU, und das 
Integral 

a 

(II) f{z)=-jyjx'-Ulx 

hat sicher eine bestimmte Bedeutung, wenn der reelle Theil von z grösser 
ist als eine gewisse reelle Zahl ^, die von den Wurzeln der zum singu- 
lären Puncte X = o gehörigen Fundamentalgleichung abhängig ist. 

I^^ ^ay''^'ai •••> ^1"^^^ gleich Null sind, so folgt durch wiederholte 
theilweise Integration 

a . a 

lrf''^x'dx = ( — \yz[z — i) . . . (^ — p + i) i r]x'"''dx. (»'=0,1 n-i). 

o o 

Acta mathematiea. 9. Imprimé le 22 Novembre 188C. 29 
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Mit Htllfe dleser Formel folgert man nun ans der Gleichung 



a 



jx'-'{a^x"r/''^ + «,V-';y<"-" + . . . + fi„7j) dx 



a 



O 

ganz so wie in § i , dass f[z) der lincaren DiflFerenzengleichung 
lider 

. f{z + 1) = T{z)f{z) 

Genftge leistet, wo r^(^) und T^{z) durch die Gleichungen (6) und (7) 
bestimmt sind. 
Setzt man 

r. (^) -. (— I )" K (^ — ^d(z — 4) . . • (^ — K) 

riz) ^ a ^^ ~ "^^^ — g») • • • (g — SS,) 
(z — z'i)(z — Zi) . . .{z — z'„) 

(12) F(z) = n' l\l^ o^) l\z - z,) . . . ri^-_z„) 

\ / -^ \^ / tv '\ri/ '\ /v 'x 

l{z — zi) r(z — z^).., / {z — z„) 

so ist F{z) eine Function, Avelche ebenfalls die Gleichung 

F{z + 1) - r{z)F{z) 

befriedigt. Es soU nun gezeigt werden, dass sich f(z) und F{z) nur 
durch einen constanten Factor von einander unterscheiden könncn. 
Das bestimmte Integral f{z) hat folgende Eigenschaften : 

I. Die Gleichung /^(-2? + i) = r{z)f{z) besteht fttr alle Werthe von 
z, ftir die das Integral einen bestimmten Sinn hat. 

II. Man känn eine reelle Zahl a so annehmen, dass sie in alge- 
braischeni Sinne grösser als der reelle Theil einer jeden der Grössen 
z[, 4? •••> ^n i^^) und dass f{z) in der Nahe jeder Stellc ^^ = ^-f iCj 
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fQr welche a <^ C^ a + i ist, in eiiie nach positiven ganzzaliligen Poten- 
zen von z — z^ fortschreitende Reihe entwickelbar ist. Das letztere ist die 
Folge eines bekänn ten Satzes aus der Theorie der bestiminten Integrale. * 
III. In dem soeben erwähnten Bereiche von z känn der absolute 
Betrag von a~'f{z) nicht ttber eine gewlsse endliche Grenze wachsen. Es, 
ist nämlich, wenn inan x = at setzt, 



a 



a-'f{z) = a" fyjx"^(ix = fyjt'-\U 



o 



und t eine reelle Veränderliche, woraus sich die Richtigkeit der Behauptung 
sofort ergiebt. 

Betrachten wir jetzt die Function F[z)y so ist unniittelbar ersichtlich, 
dass sie die Eigenschaften I und II besitzt. Mit Htilfe des analytischen. 
Ausdruckes der Gamrnafunction findet man ohne besondere Schwierigkeit, 
dass F{z) auch die Bedingung III erfttUt. 

Nun habe ich mich von der Richtigkeit des folgenden Satzes tiber- 
zeugt, der ttbrigens nur ein Specialfall eines viel allgemeineren ist. 

Es giebtj abgesehen von einem consfanfen Factor, nur eine einzige ana- 
lytische Function, welche die Gleichung F{z + i) = t{z)F{z) befriedigf und 
ausserdem die tinter II und III erwähnteji Eigenschaften besitzt, und zivar 
ist diese Function identisch mit 

, I\z — Zx)l\z — z^) .^^/\^ —3.) 

r{z — z[) r(z — z'2) . . . r{z — z'„) 

In Folge dieses Satzes ist 



a 



^ ^' r{z - z\) i\z - z:,) . . . i\z - z'„) J ' 

fiir alle Werthe von z, fOr welche das Integral einen bestimmten Sinn hat. 
Durch diese allgemeine und, so viel ich wciss, neue Gleichung wird 
eine grosse Menge bestimmter Integrale auf die Gamuiafunction zurQck- 
gefohrt. 



* Siehe Sciieeffbr, Zur Theorie (ler Funciionen l\z), P{z)y Q(^), CaELLES Jour 
nal, Bd. 97, S. 237. 
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In der Theorie der bestiinmteii Integrale hat bekanntlich die Gamma- 
function eine grosse Anwendung. Es sind besonders die Gleichungen 

(14) C^Jl-= fe-^^^xZ-^dx 

o 

(■5) ?^;~,' -./>■(.--)-*, 

O 

welche sehr oft benutzt werden. Deswegen und weil die Gleichung (15) 
nur ein Specialfall von (13) ist, gewinnt diese allgeineinere Gleichung ein 
besonderes Interesse. 

Ich behalte mir vor bei einer anderen Gelegenheit zu zeigen, dass 
die Gleichung (14) in ähnlicher Weise wie (15) verallgemeinert werden 
känn. 

Die Potenzen des EuLEUSchen Inte^^rals erster Gattunoj können nun 
beispielsweise in der Form eines bestiinniten Integrals ausgedruckt werden. 
Setzt man nämlich 



(l = I , Zi = Z.2 = • • • = ^„ = o y ^1 = /2?2 = . . . = .2?^ = OL 



so wird 






wo 9y die folgende Differentialgleichung befriedigt 

d d d ^j^ d d d ^ _^ 

■7" Ou ~.~ U/ • • • .r —. ?/ .'C —: OC' ~r~ X' • » , X -~i — X' u , 

ax ax dx" dx dx dx "^ 

Die Anzahl der bezeichneten Differentiationen ist auf beiden Seiten gleich n. 
Nimmt man an, es sei a eine positive ganzc Zahl, so erhält man eine 
Verallgemeinerung der Gleichung 

z{z + \) . . .{z + a — I) J ^ ^ 

o «|^ 
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Durch eine geeignete Specialisirung von (13) erhält man ferner die 
Gleichung 

T(z)r(z — r+ I) 

r(z — a + i)r{z—j3 + I) 
1 

= c .fF{r — a, 7- — /9, r — a — /5 + ;> I— ^)(i — ^y-^^^^c^^dx, 

o 

wo F die hypergeometrische Reihe bezeichnet. 

Ist a von I verschieden, so känn offenbar die oben betrachtete Func- 
tion F{z) folgendermassen als Surame zweier Integrale dargestellt werden 

(16) F{z) =fr]X'-^dx = f7jx"-'dx +frjx"-^dx, 

001 

wobei ^ statt C . rj geschrieben ist. Setzen wir 

1 
P{z) =J\x'-'dx 

o 

a 

1 

so hat das Integral Q[z) fftr jeden Werth von z eine bestimmte Be- 
deutung und känn in Folge eines schon frtiher benutzten Satzes in der 
Nähe jeder endlichen Stelle z^ nach positiven ganzzahligen Potenzen von 
z — Zq entwickelt werden. Sie hat mithin den Charakter einer ganzen 
Function und känn daher in eine beständig convergirende Potenzreihe 
entwickelt werden. Nach § i befriedigt P[z) eine Differenzengleichung 
der Form 

F{z+ ir=T{z)P{z)-B.{z), 
und mithin Q{z) = F{z) — r{z) die Gleichung 

(17) Q{!:+ y) = r{z)Q{z)-\-B.{z). 

In der Unigebung von a; = o känn das Integral r^ durch eine Summe 
von Reihen der Form 

yj, = x" Z [Cr + Cr logx + . . . + Cr.(logrr)*-']a;', 
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dargestellt werden, wo p eine Wurzel der zum singulären Punkte x ^= o 
gehörigen Fundainentalgleichung bedeutet. Diese Reihen convergireii be- 
kanntlich innerhalb eines Kreises mit dem Mittelpunkte a; = o und dem 

Radius |a|= -^ . Ist nun |a|> i, so karm offenbar der Ausdruck af~'^p 

o 

mit Httlfe der Formel 



/V'-'(log;r)"»-Vte 



(— i)'»-l I . 2 . . .(w— 1) 



»m 



gliedweise integrirt werden, und es ergiebt sich dann eine gewöhnliche 
Partialbruchreihe der Form 



(J') j^v) ^(v) 



(iS) V( ^ii- y '^ u H '^'- ] 

welche immer convergirt, wenn z von den Grössen 

r ^ Vv= o, 1, 2, ... ; 

verschieden ist. Das Integral P{z) känn mithin in der Form einer Summe 
von Partialbruchreihen der Gestalt (i8) ausgedruckt werden. Hiermit 
vergleiche man § 5 meiner frUher erwähnten Abhandlung. 

Auch im Falle l^ol^^l^ol ^^^' ^^^^ ^^'^ ^^^^^ nicht näher ausftthren 
will, die gliedweise Integration erlaubt, wenn x die oben festgesetzte Be- 
dingung erfllUt. Diese Bedingung ist iibrigens ft\r eine solche Integration, 
wenn auch hinreichend, bei weitem nicht immer nothwendig. Es soll bei 
dieser Gelegenheit auch nicht näher erörtert werden, ob diese Bedingung 
fttr die ubrigeh in diesem § dargestellten Resultate nothwendig sei. In 
der That känn ich gegenwärtig keinenfalls eine vollständige Darstellung 
des Gegenstandes dieser Arbeit beabsichtigen, weil eine solche Darstellung 
von einigen allgemeinen, auf Gammafunctionen sich beziehenden Sätzen 
vorausgegangen werden muss, die sich nicht in fröheren Arbeiten finden 
dttrften, Avenn man von einigen ganz speciellen, von Scheeffek ^ bewie- 
senen absieht. In der nächsten Zeit werde ich eine Arbeit veröffentlichen, 
wo ich den Gegenstimd meiner frt\heren und der vorliegenden Abhand- 
lung in einer vollständigeren Gestalt darzustellen beabsichtige. 



* Zur Theorie der Fundionen IXz)^ -P(^), Qi^)-! Crblle^s Journal, Bd. 97. 
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4. Ist h^ von Null verschieden, so können die Integrale y der Dif- 
ferentialgleichung (i) in der Umgebung von re = co durch eine Summe 
von Reihen der Form 

Va=0 

dargestellt werden, wo p eine Wurzel der zuin singulären Punkte a? = 00 
gehörigen Fundamentalgleichung bedeutet. Bezeichnet man wie fröher 
die Wurzeln der Gleichung r,(^) = o mit z[j z'^^ . . . , z'^^ so sind nach 
§ I ^J + 1 , 4 + I y • • • ^ ^n + I die Wurzeln der genannten Fundamen- 
talgleichung. Ist nun der singuläre Punkt a; = p = a von i verschieden, 
was in diesem § angenommen wird, so ist, damit das Integral 



00 



(19) g(^?) =fyx'-'dx , 

1 

einen bestimmten Werth habe, nach dem gesagten im AUgemeinen erforder- 
lich und immer hinreichend, dass der reelle Theil von z in algebraischem 
Sinne kleiner als die reelle Zahl /x sei, womit der kleinste unter den 
reellen Theilcn von ^J + i > -2^2 + i , . . . , ;2?,i + i bezeichnet wird. 
In § I ist gezeigt worden, dass das Integral 

1 

(20) r{z) =fyx'-'(ix 



O 



die Gleichung 

(21) T,{z)r{z + i) = T,{;!)f{z) - R{z) 

befriedigt. In ganz ahnlicher Weise findet man jetzt, dass q{z) der 
Gleichung 

(22) r,(^)9(. + i) = r.(^)9(^) + R{z) 

Genftge leistet. Die ganzen Functionen r^(^) und T^{z) sind durch die 
Gleichungen (6) und (7) bestimmt. Die ganze Function It{z) ist auch in 
den beiden Gleichungen (21) und (22) dieselbe, wenn y in (19) und (20) 
dasselbe Integral bezeichnet, was im Folgenden angenommen wird. 
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Setzt^ man wie frfther in § 2 



TAz) ^ ^ T.(z) ^ ' 



so folgt aus (22) ^ 

(23) 9(^+ i) = r(^)9(z) + R(if) 

und durch wiederhoite Anwendung dieser Gleichiing 

(24) 9(^) = R(^— i) + r(^— i)E(^— 2) + .. 

. . . + x{z — "i)^(^ — 2) . , .t{z — w + i)E(-2? — m 
+ x{z — i)r(^ — 2) . . . r(^ — w)g(^ — ?n). 

Es sei nun fftr einen Augenblick entweder l^ol^^l^ol ^^^^ l^ol~l^ol' 
und im letzten Falle der reelle Theil von 

X == 7 - W = ^1 + ^2 "1 • • • ~l ^n ' ^l ^2 • • • ^n 

in algebraischem Sinne grösser als — i , so känn bewiesen werden, dass 
das Restglied in (24) fttr wachsendes m sich der Grenze NuU nahert. 
Dies ist, wenn |a^j<|&^j ist, unmittelbar ersichtlich; denn das Product 

r{z — 0^(^ — 2) . . . x{z — m) 

wird alsdann mit wachsendem m iinendlich klein, was oflfenbar auch mit 
g(;8f — w) der Fall ist. Ist ja^j = j&^|, so bringen wir das Restglied in 
(24) auf die Form 

r{z — i) x{z — 2) . . . r{z — m)g(^f — m) 
= «-m''r(.-i)r(.-2)...r(.-m).«^=^. 



a "'m* 



Aus § 2 meiner frttheren Abhandlung ergiebt sich, dass der erste Factor 
rechter Hand fttr wachsendes m sich der endlichen Grenze 

lima~"'m'r(^ — i)t{z — 2) . . .t{2 — m) 

meoo 

^ r(i +z[ — z)r(i +z'i -e) ,..r(i +zn — z) 

Al + Z,— Z)I\\ + 2, — Z). . . r(t + «« — Z) 
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nähert. Da der reelle Theil von z kleiner als dic oben genannte Zahl // 
vorauszusetzen ist, so giebt es offenbar eino positive Constante A^ welche 
die Bedingung 

|.y.r'|<^ 

erfttllt, wenn x auf das Intervall i . . . co beschränkt ist. In Folge eines 
Satzes ans der Theorie der bestimmten Integrale ist. dann 



30 

30 






und mithin 

g(z — w) 



a"""*m* 



< 



m 



*+i 



Da unserer Annahme nach der reelle Theil von x> — i ist, so folgt 
hieraus dass das Restglied in (24) fttr wachsendes m sich der Grenze o 
nähert. Hiermit ist nun unter den oben erwähnten Voraussetzungen nach- 
gewiesen, nicht nur dass die Reihe 



QO 



K(2— i) + 2;r(^— i)r{^— 2)..'.x{z — \> + i)R(^ — v) 



t/Esl 



wenigstens för diejenigen Werthe von z^ fttr welche das Integral eine 
Bedeutung hat, eine convergirende ist, sondern auch dass 



00 

00 



(25) {yx'-'^åx = '&{z— \)-\-Y.x{z—\)x{z — 2)...r{z — \>-^ i)R(^ — v). 

1 

In ahnlicher Weise wie in § 2 wird gezeigt, dass der Convergenzbercich 
dieser Reihe nicht, wie der Bereich von z in dem das Integral einen be- 
stimmten Sinn hat, ein beschränkter ist. 

« 

Die beiden Integrale (19) und (20) haben im Allgemeinen nicht 
gleichzeitig eine bestiramte Bedeutung. Damit dies der Fall sei, mttssen 
die Wurzeln der zu den singulären Punkten rr = o und x^=^ 00 gehörigen 
Fundamcntalgleichungen eine gewisse Bedingung erfttllen. Bezeichnet ^ 
den in algebraischem Sinne grössten AVerth, den der reelle Theil eincr 
Wurzel der Gleichung r^(^) = o haben känn, so hat das Integral (20) 
eine bestimmtc Bedeutung, wenn der reelle Theil von z > \ ist. Das 
Integral (19) hat auch eine bestimmto Bedeutung, wenn der reelle Theil 

Åtta mathfmatifa. 9. Imprimé 1« 3 Docembre 188G. 20 
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von z < fi ist, wo fl die oben angegebene Zahl bezeichnet Ist also A < /i, 
80 haben diese Integrale gleichzeitig eine bestimmte Bedeutung, wenn der 
reelle Theil von z = ^ -^ i^ die Bedingung 

(26) A < C< /i 

erföUt. In dem durch (26) charakterisirten Bereich von z stimmt als- 
dann das Integral 



00 I 90 



(27) j yx' ^dx = jyx' ^dx-^-jyx' V/rc 



o o 



mit einer analytischen Function 0{z) ttberein, die in Folge von (2i)und 
(22) die Eigenschaft 

0{z + i) = r{z)0{z) 
besitzt Bezeichnet also F[z) die durch (12) definirte Function, so känn 

0{z) ^ y{z)F{z) 

gesetzt werden, wo (I>{z) eine periodische Function bezeichnet, die ich bei 
einer anderen Gelegenheit bestimmen werde. 

Ist [a^,! = |&j,| und der reelle Theil von x> — i, so convergiren 
die Reihen (10) und (25) gleichzeitig. Setzt man unter dioser Annahme 



« 



B(2 ^- ni) 



(28) (l>{z) =y 5l!l.l-^^. + R(^ - I) 



00 



+ Sr(^ — \)t{z — 2) . , ,t{z — v + i)R(.e — m), 



v=l 



so ist 0{z) eine analytische Function mit der Eigenschaft 

0{2'^ l) =t{z)(D{z). 

Diese Function känn offenbar auf die Form (27) gebracht werden, wenn 
die Bedingung A < C < /i erfttUt ist. 

5. Nunmehr betrachten wir das Integral 

(29) 9(^) =frjx'-'d.r, 
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wo 7] (lieselbe Bedeutung hat wie in § 3. Der Einfachheit halber wird 
angenonimen, dass das Integral längs einer Geraden erstreckt ist, deren 
Verlangerung durch den Origo geht. Wenn der reelle Theil von x < — n 
ist, so sind die Werthe, welche ^, ly', . . . , ^^"""^^ för x = a annehmen, 
alle gleich Null. Hieraus folgt nun leicht, dass ^[z) der Differenzen- 
gleichung 

(30) g(^ + O = r(^)g(^) 

GenQge leistet. 

Das Integral g(^) hat folgende Eigenschaften. 

I. Die Gleichung {^{z -{■ \) = v{z){^{z) besteht för alle Werthe von 
Zy för die das Integral einen bestimmten Sinn hat. 

IL Man känn eine reelle Zahl a + i so annehmen, dass sie in al- 
gebraischem Sinne kleiner als der reelle Theil einer jeden der Grössen 
-2^1+ I j •2'2 + I j • • • > ^n + I ist> und dass 5(2?) in der Nähe jeder Stelle 
^0 = <r+ ?C') för welche a <^ C^ a + i ist, in eine nach positiven ganz- 
zahllgen Potenzen von z — z^ fortschreitende Reihe entwickelt werden 
känn. (Vergl. § 3, II.) 

III. In dera soeben erwahnten Bereiche von z känn der absolute 
Betrag von a~'g(^?) nicht öber eine gewisse endliche Grenze wachsen. Es 
ist nämlich, wenn man x = at setzt, 



QO 00 



a 1 

und t eine reelle Veränderliche, woraus sich die Richtigkeit der Be» 
hauptung ergiebt. 

Betrachtet man die Function 

/-ir \ z A^ + 2;', -— «) r(i + 22 — 2) . . . I\l + Zn — z) 

^ ^ IXl + 2, - Z)f\l + 22 — ^) . . . Al + 2- — 2) 

so erhellt leicht, dass sie die Eigenschaften I und II besitzt. Mit Hölfe 
des bekannten analytischen Ausdruckes der Gammafunction öberzeugt 
man sich, dass G{z) auch die Bedingung III erföUt. Es gilt nun fol- 
gender Satz, der aus dem entsprechenden in § 3 abgeleitet werden känn. 
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Es ffiebt, abgesélien von einem constanten Fador, nar enie einzlye ana- 
hjtisvhe Functimi, welclie die Gleichuuy G{z + i) = t{z)G{z) befriedigt und 
ausserdem die unter II und III bezekhneten FAgenscha ften besitzty und zwar 
ist dlese Function identisch mit G{z). 

In Folge dieses Satzes ist 

/'(I + Zi—Z)r(l + Z, — Z) . . . /'(I + Zn — Z) i ' 

Die in § 3 betrachtete Function F{z) ist mit G[z) niittelst der 
Glcichung 

, . ^, v _ j^y. V sin n{z — zx ) sin r.^z — z ^) . . . sin r(g — z„) 

sm 7:{z — Zi) sin Tziz — Z'2) . . . sm ;:(« — z„) 

verbunden . 

6. lin Voriii^en haben wir die Integrale 



a <x, 



(33) /z/-«^' '^/-'S /!/''"' (I'', ^^^t 



a O 



nur fttr den Fall betrachtet, wo ?/ dem zur Wurzel p = — x — 1 der 
Fundamentalgleichung 

pip — i) . . . {/j — n + 2){p + X + i) = o 

gehörigen Integrale rj gleich ist. Aus dieser Fundamentalgleichung und 
aus der allgemeinen Form der Integrale der Differentialgleichung (i) fftr 
die Umgebung von x = o und x = 00 erhellt sofort, dass das erst<3 Integral 
fiir hiureichend grosse und das zweite fUr hinreichend kleine Werthe des 
reellen Jfheiles von z eine bestimmte Bedeutung hat, wenn y irgend eine 
lineare Function der zu den Wurzeln p = o, i, 2,...,n — 2 gehörigen 
Integrale bezeichnet. 

Durch die Substitution x = at gehen die Integrale (33) in die fol- 
gendeii ttber 



a 1 X 



fyx"'dx = a'fyl'-^dt, fyx/-'dx = a'fyl'-\dt, 



o 



wo //, wenn t als unabhJlngige Veränderliche betrachtet wird, eine Dif- 
ferentialgleichung befriedigt, die ebenfalls die allgemeine Form (i) hat, 
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fttr (lie aber der Punkt t = i ein singulärer ist. Es darf daher ange- 
nominen werden, dass a in den Integralen (33) gleich i ist. 

Be7,eichnet nun y eine lincare Function der zu den Wurzeln /> = o, i , 2, 
. . . , n — 2 gehörigen Integrale, so hat das bestirnnite Integral 

(34) f{z)=Jyx^-'dx 

O 

einen cndliclien Werth, wenn der reelle Theil von z > X ist, wo A die 
• fruher angcgebene Zahl bedeutet. In Folge dessen, was in § i dargestellt 
ist, gentlgt f[z) der Gleichung 

T,{z)f{z+ i) = r,{z)f{z)-R{z). 

m 

Wenn man die Bildungsweise der Coefficienten der ganzen Function B{z) 
beachtet, so ergiebt sich f(\r den gegenwärtigen Fall (a^ = 6^), dass R{z) 
höchstens {n — 2)*®° Grades sein känn. Nehinen wir jetzt an, es sei der 
reelle Theil von x > — i , so ergiebt sich ganz so wie in § 2, dass f{z) 
durch die Reihe (10) dargestellt werden känn. 

Ist der reelle Theil von z < [i, wo /i die in § 4 definirte Zahl be- 
zeichnet, und werden die obigen Voraussetzungen festgehalten, so erhält 
man fftr 



QO 



(35) 9(^) =fyv"'(fr: 

I 

die Reihenentwickelung (25). 

In den Fallen, wo die bestimmten Integrale (34) und (35) nicht in 
Reihen der oben genannten Form entwickelt werden können, sind sie, wie 
ich hier nicht naher ausftthren will, durch gewöhnliche Partialbruchreihen 
darstellbar, und zwar auch wenn y das allgemeine Integral bezeichnet. 

7. Die in der vorliegenden und in meiner frt^her erwfthnten Arbeit 
entwickelten öder angedeuteten Sätze gehören zu einer sehr umfassenden 
Theorie, wo lineare Differenzengleichungen beliebiger Ordnung in Zusam- 
menhang mit linearen Drfferentialgleichungen mit rationalen Coefficienten 
in der vorhin angegebenen Weise untersucht werden können. Da die 
Gammafunction för die Theorie der linearen DifFerenzenorleichungen von 
grosser Wichtigkeit ist, so wird sie, in Folge des innigen Zusammenhanges 
zwischen den linearen Differential- und Differenzengleichungen, auch in 
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der Theorie der linearen Differentialo^leichunffen eine interessante und wich- 
tige Anwendung haben. Der Zweck der nachfolgenden Betrachtungen ist, 
das Gesagte etwas näher auseinanderzusetzen. 

Dass die Gammafunction auch in der Theorie der linearen Difteren- 
zengleichungen höherer Ordnung in Betracht genominen werden inuss, 
ergiebL sich folgenderwcise. Bezeichnen roi(^), . . . , To^^i^) rationale Func- 
tionen, und setzt man, unter Fi{z), ..., F„^{js) verschiedene Functionen 
der Form 

r l\z — a-i) ... /'(c — a,,)l\a\ — z) , . . /'(«y — z) 

1\Z — />,) . . . I\Z - K) l\i\ —Z).,. /'(p.y — Z) 

verstehend : 

F{z) = r,,[z)F,{z) + . • . + r,„X-')K^{^)y 

so ergeben sich die Gleichungen 

' -. F{z) = r,,{z)F,{z) + .,. + ro„.{z)F„,{z) 

F{z + i) = rn{z)F,{z) + ... + r,^{'z)F^{z) 



F{z +'m) = rU^)F,{z) + . . . + r„,,„{z)F„Xz), 

wo ru{z)y . . . , r„,;„(-^) rationale Functionen bezeichnen. Aus diesen Gleich- 
ungen folgt durch Elimination von Fi{z)y . . . ^ F^{z) die homogene lineare 
Differenzengleichung m^"^"^ Ordnun^y 

(36) r,{z)F{z) + r,{z)F{z + i) + . . . + r„{z)F{z + m) = o. 

Es känn offenbar angenommen werden, dass Tp{z), . . . , r^niz) ganze ra- 
tionale Functionen bedeuten. Nach dem MriTAG-LEFFLEU^schen Satze känn 
F[z) auf die Form 

(37) P{^) = i\^) + Q{^) 

gebracht werden, wo P[z) eine Partialbruchreihe und Q[z) eine beständig 
convergirende Potenzreihe bezeichnet. Stellt man die letzte Gleichung 
mit (i) zusammen, so folgt unmittelbar, dass F[z) der Gleichung 

(38) ro(^)P(^) + T,[z)P{z +,) + ... + T,.Xz)F{z + m) = li[z) 

genilcren mus?, wo B[z) eine ganze, rationale öder transcendente, Function 
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bezeichnet. Aus den Gleichungen (36), (37) und (38) folgt sodann, dass 
Q{z) der Gleichung 

r,{z)P{z) + T,{z)P{z + i) + ... + r,^{z)P{z + m) ^ — R{z) 

Genttge leistet. Diese letzte Gleichung sagt natttrlich nur in dem Falle 
etwas Bemerkenswerthés aus, wo sich Il{z) auf eine rationale ganze Func- 
tion reducirt, was sehr oft der Fall ist. — Die beiden Functionen P{z) 
und Q{z) können ebenso wie F{z)j als eine Summe von Functionen, die 
lineare Differenzengleichungen erster Ordnung befriedigen, dargestellt wer- 
den. Setzt man namlich 

rol{^)F^{z) = P,{Z) + Q,{z)y (A = 1.2. .... m) 

wo Px{z) eine Partialbruchreihe und .Qx{z) eine beständig convergirende 
Potenzreihe bezeichnet, so känn offenbar 

P{z) = P,{z) + . . . + P^,Sz) 

gesetzt werden, woraus sich die Richtigkeit der Behauptutig ergiebt, da 
Toi{z)Fx{z)y und somit auch Px{^) und Qx{^)y eine lineare Differenzen- 
gleichung erster Ordnung befriedigt. 

Fllr die Integration linearer Differenzengleichungen höherer Ordnung 
ist durch die obige Betrachtung sehr wenig geleistet, da wir dabei nicht 
von einer beliebig gegehenen Difterenzengleichung ausgegangen sind. Durch 
eine weitere Verfolgung der nachstehenden kurzen Andeutungen känn aber 
die Thcörie der linearen Differenzengleichungen höherer Ordnung in voll- 
stfindio^er Uebereinstinununoj mit der Theorie der Gleichungen erster Ord- 
nung entwickelt werden. 

Es sei 

(39) r,{z)f[z) + T,{z)f{z + i) + . . . + T,^{z)f{z + ^^0 = B{z) 

eine beliebige Differenzengleichung, wo Tq{z), . . . , r,„(-i) bestimmte ganze 
rationale Functionen bezeichnen, Ii{z) aber als eiiie unbestimmtc ganze, 
rationale öder transcendente, Function betrachtet wird. Versucht man diese 
Gleichung durch eine Partialbruchreihe der Form 

(40) f{z) = £ (r-^-,. + , "T' ,,.-> + ••• + — '-T- 



ir>o 
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zu befriedigeii, so findet man zunächst, dass z = a eine /i-fache Wurzel 
der Gleichung Tf^{z) = o sein muss. Ferner intissen die Constaiiten A den 
folgenden Gleichnngen genttgen: 

ro(a— i)4" + r,(«- O^f - o 
[r„(« - i)^;;i, + r;,(rt - i)^<'>] + [r,(« - 1)4"- . + ri(« " O^f'] -= o 



..(.x-l)/ 



(« — O 



[r„(« - .)4'> + . . . + -— ;:^"- Al"] 



+ [r,(a-i)4'" + ...+ 



,(,«-n 



(g-i ) 

fZ—l 



A^n 



o 



(0) 



r„(fl - «» + i)4"-'> + . . . + r„._,(rt - m + i)^: 
[ro (fl — m + i)4lV' + r;(a - m + O^""»] + . . . 

. • • + [r».-.(« — «« + 0^?-. + r™-.(« — '« + 04"] = o 



[ro(« - «» + 1)4" " + ....+ '-lI^'-^^-i)4"->] + . . . 

. . . + [r™_,(fl - m + I) .4r> + . . . + ?^(^^ZL^_L)^(«)] = o 

ro(rt — v) ^;r> + . . . + rjff — v) 4-»» - o 
[ro (a - v) 41, + r; {a - v) Af] + . . . + [r„ (« - v) ^'Tr' + r:„(« - v)4 -»>] - o 



[r»(« 



- .)4' + . . . + ^ °'"}"- , "^ -Af] + ... 

I // I 



(.'*-l) 



. .. + [r„(«-v)4^ + -..+ ^''' ^^"~' ^'A^:-""] ^ 

(j; = w , w + I > ^>' + 2 , . . .) 
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Es seien nun die Grössen ro(a — v), (y = i, 2, 3, ...), der Einfach- 
heit halber von NuU verschiedeii, so erhellt aus den obigen Gleichungen, 
dass zu der /i-fachen Wurzel js = a der Gleichung Tq{z) = 0/1 von ein- 
ander linear unabhängige Partialbruchreihen der Form (40) gehören, welche 
die Differenzengleichung (39) wenigstens formell befriedigen. Die Constanten 
Al^\ . . . , Af^ des ersten Gliedes von f{z) können beliebig angenomraen 
werden: die Constanten der folgenden Glieder erhalten nachher eindeutig 
bestimmte Werthe, die mit Httlfe der obigen Gleichungen als homogene 
lineare Functionen von Ä^^\ ..., A^^^ ausgedruckt werden können. 

Aus dem Beweise des MiTTAG-LEFFLKR'schen Satzes geht hervor, dass 
die ganzen rationalen Functionen q^{z), {u = o, i, 2, . . .), immer so ge- 
biidet werden können, dass die Reihe 

^-rr \(z — a 4- v) z — a 4- v 



v = 



gleichmassig convergirt. Hieraus erhellt nun zwjr leicht, dass man immer 
die Differenzengleichung (39) befriedigende Functionen bilden känn, wenn 
R{z) nur der Bedingung, eine ganze Function zu sein, unterworfen ist. 
Das grösste Interessc kommt indessen solchen Functionen zu, för welche 
die entsprechenden Functionen Ii{js) rational sind. Ein ziehmlich um- 
fassender Fall, wo man solche Functionen erhält, soll hier angegeben 
werden. Bezeichnet man mit n die positive ganze Zahl, welche die tlber- 
haupt höchste in irgend einer der Coefficienten ro(^), . . . , r„,(^) vorkom- 
mende Potewz von z angiebt, und setzt man 






(0) 



(1) 

H 



so ist die Reihe (40), wie auch die Constanten A des ersten Gliedes ange- 
nom men werden, gleichmässig convergent, wenn jede Wurzel der Gleichung 

(41) c^ + c[''x + . . . + c^^^^x^ = o 

dem absoluten Betrage nach grösser als i ist. — Die Richtigkeit dieses 
Satzes ergiebt sich am eihfachsten aus den Betrachtungcn, welche im 

Acta mathematica. 9. Tmprlmé le 6 Décembre 188C. 21 
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Folgenden fiber Uiieare Differentialgleicliungen aiigestellt werden. — In 
diesem Falle gchören Jilso zu jeder //-fachen Wurzel z = a der Gleichung 
r^(^) = o /i von einander linear unabhangige, die Differenzenglcichung (3g) 
befriedigendc Partialbruchreihen dcT Form (40), durch welche jede andere 
zu derselben Wurzel gehörige Keihe als homogene lineare Function aus- 
gedruckt werden känn. Jede homogene lineare Function von diesen zu 
derselben öder zu verschiedenen Wurzeln der Gleichung Tq{z) = o ge- 
hörigen Reihen befriedigt offenbar auch die Differenzenglcichung (39). Dass 
die ganze Function R{z), welche von der jedcsinal in Betracht genom- 
menen Function abhängig ist, rational sein musp, geht auch in ziemlich 
einfacher Weise hervor. — Es ist zu bemerken, dass die obige auf die 
Wurzeln der Gleichung (41) sich beziehende Voraussetzung filr die Con- 
vergenz der erhaltenen Partialbruchreihen (40) nicht immer nothwendig ist. 
Die soeben betrachteten Functionen können auch auf eine andere 
Form gebracht werden. Setzt man nämlich 

so können sie, wie ich hier nicht naher ausfnhron will, durch die Reihe 

(42) 2:gv(z) 

dargestellt werden, wenn man die rationalen Functionen jr mit Htilfe der 
folgenden Gleichungen bestimmt: 

coiz) = -R{z) 

c,{z) =B,(.-)f'.,(.?+ 1) 

9r,(/) - R,(^)f,(.' + i) + R.(^)f^«(^ + 2) 



jf,„(^) = R,(z)fr,„_,(^ + i) + 'R,{z)^^„,^',{z + 2) + ... + B,„(^)5r„(.j + m} 



c,{z) = R,(^)f. ,(^ + 1) + »..C?)}^.. .(^ + 2) + .., + R„.(*)f^_,„(^ + w) 
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Ein specieller Fall der obigen Reihe (42) ist die in § 2 betrachtete Reihe 



■JU 



R(z 4- v) 



2^x{z)x{z -f I) . . .r(2 -f i;) 

Auf Grund der vorhergehenden Betraclitungen niuss angcnonimen 
werden, dass auch zwischen den linearen Differenzenofleichunoien liöherer 

' CO 

Ordnung und den linearen Differentialgleichungen mit rationalen Coef- 
ficienten ein dernjenigen ähnlicher Zusammenhang stattfindet, der friiher 
zwischen den linearen Diiferenzenoileichunffen erster Ordnuno; und den 
Differentialgleichungen der Form (i) nachgewiesen ist. Die Richtigkeit 
dieser Annahme bestatigt sich voUständig, wenn man die lineare Difteren- 
tialgleichung 

(43) + ^''-''K + <^r. + . . . + airx-)7/^«-^> 

+ 

zum Ausgangspunkt der Untersuchungen wHhlt. Ist é^^ von NuU ver- 
schieden, so haben die Integrale dieser Dift*erentialgleichung die Eigenschaft, 
mit einer passenden Potenz von x multiplicirt, in der Umgebung von 
a? = o endlich zu bleiben. Bezeichnet also y ein Integral der Differential- 
gleichung, so hat das bestimmte Integral 

(44) f{z) =f!JX-Uix 

fur hinreichend grosse Werthe des reellen Theiles von z, sicher einen be- 
stimmten endlichen Werth, wenn die Wurzeln der Gleichung 

(45) ar + arx+ ... + aZ'x- = o, 

und somit die simjuliiren Punkte der Differentialaleidiunnr von i verschie- 

den sind. Durch eine Rechnung, die der in § i angestellten ganz ähnlich 

ist, känn nun gezeigt werden, dass f{2) die folgende j|ipearc Difterenzen- 

2leichunf]r m^^' Ordnun^^ befriediort: 
00 00 

(46) r,{^)f{z) + r,{z)f{z + i) + . . . -}- r„.(^)A^ + '«) = -B(^), 
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wo die Coefficienten durch die nachstehenden Gleich ungen bestimmt sind: 

ro(^) - «r-ar-'^^ + ... + (- iya[''z{z -f i)...(^ + n- i) 

r.(-2f ) = «;?> -aL^-^>(^ + m) + ... + (- i)» a;:X^ + 

Diese Functionen sind mithin von dem Integrale y unabhängig. Die Coef- 
ficienten der ganzen F^unction B[z)y deren Gradzahl höchstens gleich n — i 
ist, sind aber homogene lineare Functionen von den Werthen «/i, «/J, ..., yl''~^^ 
welche j/, y', . . . , y~^^ fvlr a? = i annehmen. 

Ist die Diffcrenzengleichung (46), wo B{z) eine unbestimmte ganze 
Function (n — i)^° Grades bezeichnet, gegeben, so ist leicht zu sehen, 
dass immer eine solche lineare DifFerentialgleichung der Form (43) gefunden 
werden känn, dass jede durch (44) definirte Function f{z) die gegebene 
Diffcrenzengleichung befriedigt. Hierbei wird natttrlich vorausgesetzt, dass 
die Integrale f{z) endliche Werthe haben, was wenigstens unter den obcn 
erwähnten Bedinorunoren der Fall ist. 

Die Integrale der Differentialgleichung (43), wo é^^ von Nuli verschie- 
den ist, können bekanntlich in der Umgebung von x = o durch eine 
Summe von Reihen der Form 



» 



y, =2: [fil" + ^^'''log^ + . . . + /?|r>(log4"-^]a;''+' 



v«0 



ausgedruckt werden, wo p eine Wurzel der zum singulären Punkte x ^ o 
gehörigen Fundamentalgleichung bedeutet. Sind die Wurzeln der Gleichung 
(45) dem absoluten Betrage nach grösser als i, so känn ypX'~^ zwischen 
den Grenzen o und i gliedweise integrirt werden. Dadurch ergiebt sich, 
wenn man die Formel 



/ 



■ z 



benutzt, ein Resultat der Form 

/ Vo^ dx = > ^ + . . . + ^ 



|(*') ^(•') vlC") 



v».o ^« + /> + »^ («+/> + !') {z + p + vfj 

o 
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Hiennit vergleiche man den frtther erwähnten Satz (iber. die Convergenz 
von Partialbruchreihen, welche einer linearen DiflFerenzencrleichuncr crenöffen. 
Sind a und h zwei singuläre Stellen der Differentialgleichung (8), 
an denen y, i/', . . . , y'"""^^ verschwinden, und setzt man entwedcr 



a 



f{z) =fyx'-\lx 

oder 

h 

1{Z) =rfyx'-'(Jx, 



a 



SO ist f{z) in beiden Fallen eine Function, welche einer homogenen linearen 
DiflFerenzenorleichuno: S^enögt. . — Mit Htilfe der Gannnafunction känn die 
fröher betrachtete Function F{z)^ wenigstens in gewissen Fallen, so zusam- 
mengesetzt werden, dass sie dieselbe Dilferenzengkichung genUgt wie f{z). 
Es liegt daher sehr nahe anzunehmen, dass es eine ausserordentlich grosse 
Menge von bestimmten Integralen giebt, welche auf die 'Gammafunction 
zuröckgefl\hrt werden känn. För die Richtigkeit dieser Annahme sprechen 
in der That alle im Vorhergehenden erhaltenen Resultate, besonders aber 
die Gleichungen (13) und (31). 
Dass die Gleichung 

f{z) ^fi/x"-\Ix 

einen bestimmten Zusammenhang zwischen den linearen Differential- und 
Differenzengleichungen vérraittelt, ist wohl zuerst von Laplace bemerkt 
worden \ In seiner Théorie analytique des probabilités wird von diesem 
Umstande vielmals Gebrauch gemacht. 

Der in Frage stehende Zusammenhang ist auch der Gegenstand eines 
vor kurzer Zeit publicirten Aufsatzes des Herrn Pincherle ^ 

In der Abhandlung Ueber die Integration der linearen Differential' 
gleichungen durch Beihen^ wcndet Herr Frobenius eine Reihe G(xy p) an, 
mit deren Hölfe er die Integration der dort betrachteten Differential- 



* Man sieho beispielswoise g 21 in Livré premier seiner oben erwäbnten Arbeit. 

' Sopra urta trasformazione delle equazioni differenziali lineari in equazioni lineari 
alle differevze, e viceversa. Nota del prof. 8. Pincherle, let ta al R. Istituto Lombardo 
neir adananza del 17 giugno 1 886. 

" Crelles Journal, Bd. 76^ 8. 214. 
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gleichungen bewerkstelligt. Fttr den Fall wo die Coefficienten der Dif- 
ferentialgleichung gaiize rationale Functionen sind, wird gezeigt, dass 
die Reihe G{Xy p), als Funclion von p betrachtet, eine lineare Differenzen- 
glcichung befriedigt. Ich halte es nicht fllr nöthig, den einfachen Zu- 
sammenhang zwischen dieser Reihe und den vorigen Untersuchungen näher 
auseinanderzusetzen. 

Ich bemerke schliesslich, dass die Gleichung 

(47) r,{z)f{z) + T,{z)f{qz) + . . . + T,,,{z)f(frz) = lt{z) 

wo q eine Constante und ro{z), . . . , r„»(<0), B{z) ganze rationale Func- 
tionen bezeichnen, in ähnlichér Weise untersucht werden känn wie die 
Difierenzengleichung (46). Sie sind beide specielle FäUe der Gleichung 

wo 

,9" = ^, .fl' =./i^-+->!, fl2 _ ,9(fl) .. fl". _ fl^fl».-.). 

Mit Httlfe des aus der Theorie der elliptischen Functionen bekannten 
Productes 



oc> 



n(i+r/z), \(l\<i, 



v = 



können specielle Functionen gebildet werden, welche eine Gleichung der 
Form (47) befriedigen \ 

* Vcrgl. meine Abhandlung: En grupp af transcendenta funktioner, hvilka besitta 
egenskaper liknande dev, som tillkommer det reciproka värdet af den oänäLiga produkten 

n(l + ^''i:), in Öfversigt af Kongl. Vetenskaps- Akademiens Förhandlingar 
1884, N:o 5, S. 125. 
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NOTE 

SUR UN DÉVELOPPEMENT DE L'INTÉGRALE 






PAR 

T. J. STIELTJES 

ii PAIIIS. 



Lorsque la fonction f{x) devient infinie pour une valeur x = c 
cornprise entré a et by cette circonstance peut öter toute signification 
precise a IMntograle 

ff{x)<lx. 



n 



Corame on sait, Cauciiy a introduit dans ce cas la considération de Tex- 
pression 

r-S t* , 

ff{x)<h+ff{x)(lx. 



a r-\-z 



Il peut arriver que cette expression tend vers une limite déterminée 
lorsque la quantité positive e tend vers zéro, cette limite est alors appelée 
par Cauchy la valeur prinx^ipale de Tintégrale 



c — z 



v.\>.ff{x)flr = \\m ffiryfx + ff{r)tl.r. 

Cette extension de la conception d'une intégrale definie n'est pas 
généralement admise, on Ta' souvent rejetée a cause de sa nature trop 
arbitraire ou artificiélle. 

Aeta mathftnatica. D^ Imprimé le 6 Di^cciubre 188fi. 
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RiEMANN, dans un mémoire celebre (Werke, p. 226) sexprimait de 
la nianiére suivante: 

»Dans cerlaines recherches particuliéres, d'autres déterminations de 
Cauchy sur la conception d'iine integrale définie dans les cas oii celle-ci 
n'existe pas d'aprés sa definition fondamentale, penvent étre utiles, mais 
el les ne sont pas géneraleinent admises, leur nature t rop arbitraire ne 
sy prétant guére d'ailleurs.» 

La valeur principale d'une integrale étant une quantité nettement 
définie, il semble que Tadmissibilité d'une tel le idée doive dépendre 
surtout de Tutilité qu'elle peut avoir. Nous croyons que les développe- 
nients suivants montrent clairement, par un cxemple, que les Drecherchcs 
particuliéres» oii la conception de Cauchy est de la plus grande utilité 
(ou plutöt nécessaire, si nous ne nous trompons pas), ne manquent pas. 

I. Nous considérons la fonction: 

o 

et nous supposons la variable reelle et positive. 
On trouve facilement ce développement: 

= 7; + 7; + T, + T, + . . . 

La serie est divergente, niais on peut regarder cette formule simple- 
ment comnie une maniere symbolique d'exprirner que pour a = cx) on a 

lim ^e" "Y(a) = - , 



lim a 






etc. 



Nous rencontrerons dans la suite encore d*autres développements di- 
vergents, on devra toujours les interpreter d'une nianiére analogue. 

Nous nous proposons maintenant d'étudier ce développement et de 
montrer commcnt il peut servir a révaluation de (f{ii\ 
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2. Une integration par parties donne 






2a 2 



= Ti + Tj + . . . + T„ + jB„, 

«!, dj, ..., a„ étant certaines constantes positives parfaitement détermi- 
nées. En efifet, les fonctions qui figurent aux deux membres de (2) ont 
méme dérivée. Ces deux fonctions seront donc identiques lorsqu*on 
pourra détermincr a^ de inaniére qu^elles soient égales pour une valeur 
particulicrc de a. Or si Von prend a positif mais assez petit pour que 

il est clair que la formule (2) détermine une valeur unique de a^ qui 
sera supérieure a. cette valeur particuliére de a. 

Ces constantes a,, rt^, ..., a^ vont toujours en augmentant, c^est ce 
qu*on voit en posant a = a^^j dans la relation 



2 a 



fxr'''e^dx = -i;m + ^^^^ J x'^"-' e^' dx. 

an 2'* flM-1 

3. Il est clair que si les constantes rtj, a^, ... étaient connues, rien 
ne s*opposerait plus a un usage legitime du développement (i). Car 
supposons que a tombe entré «„_i et a„, alors on aura évidemment 



^{a)> ^, + T, + ... + T,_i, 
jr(a) < T, + T, + ... + T^^, + t, 



et on aura renfermé ^{a) entré deux limites dont la différence est T^, 
Il résulte de ce que nous trouverons plus tärd que T„ est précisément 
le plus petit terme de la serie T^ + T^ + • • • ^^ 1^ terme qui précéde 
ce plus petit terme et qui en différe tres peu. 

La détermination des constantes a^, a.^, ... est donc le probléme 
principal qui doit nous occuper. 

Acta mathematiea. 9. Imprimé le 6 Décembre 1886. 22 
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4. Il est evident d'abord que a^ est la racine positive de Téqua- 
tion transcendante 

(3) ^(^) = ^°b + ^v+-'-+ 3V- ] • 

maid il nous semble a peu prés impossible de tirer de la des expressions 
qui pourraient nous étre utiles. 

On peut mettre cette équation sous une autre forme plus avanta- 
geuse. Remarquons pour cela qu en développant les deux membres de 
(2) suivant les puissances croissantes de a, on ne rencontre point de terme 
sans a dans le premier membre. Il doit en étre de méme dans le second 
membre, ce qui montre que a„ est une racine de Téquation transcendante 

' a-'»+i + — ! — a-^«+3 ^ J ! — ^-2n+« + . . . = o. 



2n — I 2n — 3 I . 2 2n — 5 

En multipliänt par a'"""^ et en posant a^ = t, al sera donc une racine 
positive de 



T' 



(4) y 

^^^ ^-^ (2n — 2m — I 



= O. 



m 



Cette équation admet évidemment une seule racine positive, on montre 
aussi facilement que le premier membre est négatif pour < = n, donc* 

al < n. 

Mais 1'équation (4), pas plus que Téquation (3), ne semble nous pouvoir 
conduire a ce resultat que al est susceptible d'un développement suivant 
les puissances descendantes de n: / , 

, v 7 I , 8 I , 68 I 5582 I 

^^z " 6 ' 405 n ' 25515 n* ^444525 «- 

Ce développement, quoique divergent, n'en permet pas moins de 
calculer les a^ avec une grande approximation comme on le voit par ces 
quelques valeurs: 

n al d'aprés (5) erreur 

1 0,85402 0,85413 — 0,00011 

2 1,84365 1,84367 _ 0,00002 

5 4.8373767 4.8373776 —0,0000009. 
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Déjs pour n = 3 Terreur n atteint plus une unité du cinquiéme ordre, 
et on peut considérer que notre b ut sera atteint, des que nous aurons 
établi le développement (5). 

Mais cela nous a été impossible en partant des expressions ana- 
lytiques que nous avons développées jusquMci, et nous avons dii suivre 
une autre voie. C*est précisément la vdleur principale d'une certaine in- 
tégrale définie qui se présente ici, et il nous semble que, dans cette 
occasion, on pourrait difficilenient atteindre le but d*une autre maniére. 

5. Supposons a>^o alors on a: 



00 



(6) 






On établira cette formule en montrnnt d'abord que pour a > a la dé- 
rivée de Texpression au second membre est e*"', et ensuite que cette ex- 
pression devient infiniment petite en méme teinps que a. Pour abréger 
nous omettons cette demonstration. 

Il est evident -dVilleurs que cette formule suppose bien a >^o, car 
la fonction j^(a) est inipaire. Si Ton considére les valeurs imaginaires, 



on trouve que a doit étre de la forme re*^ avec r>oet — !</;;?<;_}-? . 

4 4 

En employant maintenant Tidentité 

=• I + o;' + . . . + x'''-' + "^ 



I — x"^ ' ' ' • ' I X* 

on a évidemment 

On retrouve ainsi le développement (i) mais avec cette nou velie 
expression du terme complémentaire: 



00 

2h 



(7) i?.==-^v.p.J"-j-^c"^-'Vx. 

O 

En partant de cette formule on peut, apres avoir pose 

(8) a' = n + r^ 
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développer JB„ suivant les puissances descendantes de n, et Ton obticnt 



(9) 



i?« = 



= :'k[^»+V + ,T.' + -] 



oii F^j Pp Pj, ... sont des polynömes en rj, P^ étant du degré 2Ä + i 



(lO) 



^.-v + '^ 



6' 



6^ 



24^^- 


41 
2i6o 


1 ^7 


r,-^ O-- 



I r 7 4 , »7 -j , I ri , » 



'57 
48384 



Ce développcmeht est divergent mais iious avons dit déja quel sens precis 
il faut y attacher. 

Pour la maniére d'obtenir ce dcveloppenieiit, nous devons renvoyer 
a une thése présentée a la Faculté des scieuces de Paris, insérée dans les 
Annales scientifiques de TEcolc Normale (3**"® Serie, Torne 3, 
1886, pag. 201 — 258). 

On conclut de ce dcveloppenient que R^ sevanouit pour une valeur 
finie de ly, dont on trouve le developpeinent suivant les puissances descen- 



dantes de n ésral a 



I 8 I 68 I 

6 "^ 4Ö5 u "*" 25515 i? '•' • 



et coinine nous avons pose a' = w + )y, il en résulte 

•2 t I 8 I , 

" 6 ' 405 n ' 

Cest précisément le developpeinent qu'il fallait obtenir. 

6. En considérant, ainsi que nous Tavons fait, la quantité al conime 
racine de Téquation transcendante 



/ • 2» 

X 






-e''^'-'''(lx = o 



la restriction que n soit un nombre entier, devient inutile et Ton définit 



Note sur un dévcloppemcDt dune intégrale définie. 173 

ainsi une fonction continue de w. Il est certain aussi que le développe- 
inent obtenu doiine une valeur fort approchée de cette fonction al des 
que n est un peu grand, sans étre nécessairement entier. 

Si lon regarde, au contraire, la maniére dont nous avons défini 
originairement la quantité a„, on. voit d'abord que Téquation (3) n*a un 
sens que lorsque n est entier. Il n'est pas possi];)le d*étendre cette de- 
finition a d'autres valeurs. En regardant au contraire al cominé la ra- 
cine- positive de Téquation (4) 



CO 

y i 



* ,m 

= O 



— ' (2H — 2in — I) 



m 



on peut bien supposer n variable d'une nianiére continue, mais la fonction 
al qu'on définit ainsi, devient discontinue lorsque la variable est égale a 
la moitié d'un nouibre impair. Il nous senible que ces circonstances 
rendent a peu prés inipossible la déduction du développenient (5) en 
partant directeinent des équations transcendantes (3) ou (4). 
7. Supposons quon ait a^_, < a < a^ en sorle que 

{r(«) > 7; + r, + ... + y:.„ 

■ 

jf («.) < 2\ + y; + . . . + r„_. + t,. 

Calculons la valeur approchée de 

rp ^____/T2n) ^^, 

I "" {2a - l){2af''~-' l\n) 

en supposant a grand. 

Il est visible que la quantité ly = a^ — n reste toujours finie, elle 

peut a peine franchir les liuiites — -^ et — ^. En désignant donc par 
s, £', s", c'" des quantités qui s'évanouissent avec -, on a: 

n.-,) = we-\/^(.+.) 
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et 

^ V'2^ 1 + e I + e " 

" 2» - I ^ (. -t 0(1 + e") «V2 * 

Ainsi le développement (i) permet de renfermer fp(a) entré deux 

• ' o 707 

liinites dont la différence est approximativement ~^-^— ^. 

Soit a = 4, on voit que a^g <ä < a^^ et nous trouvons 

{T (4) > 1149400,605, 
^{4) < 1149400,782. 

8. Nous ferons voir cncore coinment on peut pousser plus loin 
rapproximation et obtenir une valeur tres approchée du terrnc coniplé- 
rnentaire R^. 

Reprenons la foruiule: 



rt • , . a* 






ou 



^ ^ I. 3. ..(2/1— 1) ^,, 
2" + St"^V 




En posant 



00 




(^2)- B= / ^ ITTTi^^ 




«\"+i 



nous aurons 



(13) l.3...(2n-- _l_)^„^ j 
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Il est visible que A^ est une simple constante numérique qui dépend 
seulement de Tentier n, et qu*on peut développer de la maniére suivante: 



(•4) 



*• ® ' TO ' n* ' n" ' 



I 



• 


^6' 


o, - - 


•3 
io8o' 


a, -- 


353 
90720' 


rt — - 


, 1423 



.3 • 1088640 

D'autre part, on voit aisément qu'on a 

(15) 



n fl n 



Qof Qii Qif • • ' étant des polynömes en ij qui 8'évanoui88ent pour vj = o, 
Qt du degré 2k -{■ i étant divisible par :y*^'. Ces polynömes sont faciles 
a calculer, et on trouve 



(16) 



Q, 



— «»/^_L«»_i. 



^U 



48 



+!)■ 



n _«4/ ' -3 '• „j . 29 _ 5 



.336 



V —:;^V + TT^kV — 



288 



240 



64. 



Ce développeinent de B est convergent sous la condition 1 7 1 < » 

et coinme on peut choisir n toujours de maniére que 1 5y I < - la con- 

vergence sera rapide et on peut évaluer facileraent cette quantité avec 
toute approximation désirée. 

Il est clair qu'en substituant les series (14) et (15) dans la formule 
(13) on obtient un développement de B^ qu'on peut rapprocher de la 

formule (9). La seule diflférence est que le facteur -7= se trouve rem- 
plaoé par z — -e^. or d^aprés la serie de Stirling on a: 
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N/2n 2"+*n"^i 



v 2 / 1 .2m \ 2' / 3.4n* ' 



Jh 



en sorte qu'il est facile de passer de Tune des fprmules ä Tautre. 

Mais la forme (13) présente un grand avantage sur la forme (9), 
d'abord les polynömes Q sont plus simples et plus faciles a calculer que 
les polynåmcs P et cnsuite nous savons inaintenant que la divergence 
de la serie A^ + B provient uniquetnent de la partie A„ qui est in- 
dépendante de rj. 

9. Le moyen le plus simple qui permet de calculer A„ avec une 
approximation indéfinie, c'est de prendrc ly = o ou a = yn dans les for- 
mules précédentes. Il vient 

(17) f (v/n) = T, + T, + ... + T, + A^T^^,. 

Il faut calculer alors ^{sjn) a Taide de la serie convergente 



jr(rt) — a 


+ "' + ''^ + 
^ 1.3 ' 1.2.5 


Nous avons trouvé ainsi: 




n 


A. 


I 


0,15231 80276 5 


2 


0,15987 27953 6 


3 


0,16227 85380 7. 



D*autre part les quatres premiers termes de la serie divergentc (14) 

donnent les valeurs approchées suivantes (on a ajouté les corrections né- 

cessaires) 

0,15204 6 + 0,00027 2 

0^15983 88 + 0,00003 40 
o, 1 62 2 7 04 + 0,00000 8 1 . 

On peut juger par la de Tapproxi mation que Ton obtient pour de plus 
grandes valeurs de n. Dans le calcul de jr (4) on a bcsoin de la con- 
stante A^^, et on trouve a une unitc prés du 8^'"^*' ordre: 

f (4) = 1149400,63458993. 
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EINIGE SÄTZE 

Ober summen von divisoren 

VON 

JACOB HÄCKS 

In BONN. 

Bezeichnet man mit f{m) die Anzahl der in m aufgehenden ganzen 
Zahlen, so ist bekanntlich, wenn die Zerlegung von m in seine Prim- 
factoren gegeben ist 

wo a, hy e, ..., k von einander verschiedene Primzahlen sind, 
(i) f{m) ^.{a+ i)(/9 + 1)0- + i) ...(/, + ,). 

Bedeiitet F{m) die Summe 

A0 + /"(2) + /"(3) + ... + /•(»»), 

BO ist 

^'(-)=[?]+[?]+[I]+-+föl. 

wo [x] die grösste in x enthaltene ganze Zahl bezeichnet. 

Bedeutet g{in) die Summe der Divisoren der Zahl m, so ist 

(2) 9(m) = r z , 

% 

und bezeichnet man mit G{m) die Summe 

f/U) + y(2)H- .9(3) + • • • + //(«'). 

Aeta mathematira. 9. Imprimé le 3 DiTembre IK86. 23 
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SO ISt 



(3) 



G{m) = I 



m 



+ 2 



m 
2 



+ 3|-|+... + »«|-J 



Es sei jetzt m eine ungerade Zahl und es werde ein Ausdruck gesucht 
far die Function 

F{m) = /(i) + f{3) + f{5) + . . . + fin,). 

Offenbar kommt bei den Zahlen i, 3, 5, ..., m die Einheit 



m 



F]= 



[t] 



+ I 



mal als Divisor vor, die Zahl 2, ebenso alle andern geraden Zahlen 



kOnnen nicht als Teiler vorkommen, die Zahl 3 erscheint 



III 



+ 1 



mal als Teiler, ii. s. w., die Zahl m endlich 



1=] 



+ I 



mal. Demnach ist 





m" 








m 






+ I 








1 I J 

2 _ 


+ 


3-1 

2 



.F{n)) 



odör da allgemein die Gleichung besteht 




+ ••• + 



[^1 



+ I 



,.■(,„) = ("±±-11 + I !l±i] + I » ±/l + . . . + [=tjt-"'] . 

Wenn man mit G{m) die Summe 

.9(i)+//(3)+//(5) + ...+//0>0 



bezeichnot, so ergibt sich 



r;(«0=i[?^-L| + 3[ 



w^ + 3 



+ ... + ?/; 



m + m 
2m 



Eiiiigo Sätzc Uber Suiiimen von Divisoren. 



179 



Wir bezeichnen mit k{m) die Suinine aus den ungeraden und den halbeii 
geradeii Divisoren der Zahl m, mit l{m) die Differenz aus den geraden 
und den ungeraden Divisoren der Zahl m, und setzen 

K{m) = A-(i) + lc{2) + . . . + k{m), 



Dann ist 



L{m) = /(i)+ /(2)+... + /(/«). 



wenn m = i (mod 2), und 



m 
2 


+ 3 


m 

3-1 


+ 2 


41 



— + . . . + /M 



7/t 



*("')='m+'m+3m+4iJ+-+™Ei- 



wenn m ei o (mod 2). 



Dem letzten Gliede känn man in beiden Fallen die Form geben 

•"fö](^'-i?i)' 

ftir gerades m gleich - , fttr ungerades m gleich i ist. 



1 ni + l I 7n 

da — — 

2 L 2 

Perner ist 

(4) ' L{m) = 



m+ 



m 



- 3|":-] ± . . . + (- .)-4ä ■ 



Die Kenntniss der Functionen F{ni), G[ni\ k{in)j l{m)^ A^wi), L[m) 
verdanke ich einer Vorlesung des Herrn Professor Lipschitz. Obige 
Ausdrttcke fttr K{m) und L{m) finden sich im 100. Bände der Co mptes 
Ren dus (R. Lipschitz, Siir les sommesdes diviseurs des nomhesy p. 845). 

Von allén diesen Summenfunctionen lasst sich, wenn m als gegeben 
betrachtet wird, im voraus bestimmen, ob sie gerade öder ungerade sind. 

Aus der Darstellung (i) der Funetion f{m) folgt zunächst, dass /"(;/?) 
fttr jede nichtquadratische Zahl gerade, fttr jede Quadratzahl ungerade 
sein muss. Hieraus ergibt sich mit Berttcksichtigung des Umstandes, dass 
/•(i) = F{i) ungerade ist, dass F{;m) fttr i, 2, 3 ungerade, fttr m = 4, .5, 
6, 7, 8 gerade, fttr m = 9, 10, ..., 15 wieder ungerade ist, u. s. f. 



öder allgemein 



F{m) = \y^m\ (mod 2). 
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Bringt mun die Gleichung (2) in die Form 

g{in.) = (1 +a + a' + ... + «")(i + i + />-^ + . . . + ^') . . . , 

so sielit man, dass g{'in) fur jede Quadralzahl notwendig ungerade ist. 
Ist m gleicli dem Doppelten einer Quadratzahl, so ist vermöge der Glei- 
chung 

in welcher n eine ungerade Zahl bcdeuten soll, g{in) gleichfalls ungerade, 
da //(2^'*''"*) HE I (mod 2) ist. Ist hingegen m weder gleich einer Quadrat- 
zahl noch gleich dem Doppelten einer Quadratzahl, so ist g{m) offenbar 
gerade. Demnach ist 

(;(«0 = K,7] + |Y^J (mod 2), 

da G{m) so oft seinen Charakter (ob gerade öder ungerade) ändert, als m 
die Form n^ öder 2n' annimmt, und [yjm\ + V/ ~" genau dieselbe Ei- 

genschaft hat. Da nun G{\) ^ [yl] + y- ist, so ist obige Kongruenz 

gerechtfertigt. 

In gleicher Weise findet man 



.•(«0^[lV^)(xnod2). • 



Die Richtigkeit dieser Kongruenz leuchtet sofort ein, wenn man 
bedenkt, dass [v^l -i- _j denselben Wert beh&lt von m = (2n — i)' 

incl. bis m = {2n -}- i)^ excl. und einen ungeraden Wert hat fttr un- 
gerades «, einen geraden Wert för gerades n. Ebenso ist auch 



ö(,tt) = |"i^^:ti] (,„od2). 



Vermöge einer oben gemachten Bemerkung känn man auch schreibcn 



F{m) = a{m) = [^^— I (mod 2). 
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Die Function k{m) ist ftir ungerades m gleich g{m); wir köniien 
also unsere Erörterung auf den Fall m = o (mod 2) beschränken. Da 
gilt imn der Satz, dass för gerades m die Function k{m) stets einen ge- 
raden Wert hat. Denn zu jedem geraden Di visor, welcher = 2 (mod 4) 
ist, gehört ein ungerader Divisor, (nänilich die H&lfte des geraden) und 
die Summe aus ersterem halb genommen und aus letzterem ist eine 
gerade Zahl. Denkt man sich daher die sämtlichen halb genommenen, 
geraden Divisorcn von der Form 4/^ + 2 zu den zugehörigen ungeraden 
Divisoren addiert, so ist das Resultat eine gerade Zahl, und es bleiben, 
da auch umgekehrt ein ungerader Divisor ohne zugehörigen geraden Di- 
visor von der Form 4n + 2 nicht auftreten känn, nur noch etwaige 
Divisoren von der Form 4W öbrig, deren Hälften also gerade sind. Aus 
diesem Satze, dass för w = o (mod 2), lc{m) éine gerade Zahl sein muss, 
folgt mit Berftcksichtigung des oben ftber die Function g (ni) Gesagten 
die Kongruenz 

A» = [i^] (rnod2). 

Zur Herleitung dicser Kongruenz känn man auch vorteilhaft bcnutzen 
die von Lipschitz in der oben erwahnten Abhandlung aufgestellte Glei- 

chung 

k{m) = 2^g(m% 

wo m = 2"/w' eine beliebige ganze Zahl und m' eine ungerade Zahl ist. 
An der citierten Stelle findet sich auch die Gleichung 

/(m)=- (2«+^ — 3)(7(m')» 
die sich zu einem Beweise der Kongruenz 



L{m) = iVmJ + ly^] (mod 2) 



verwenden lässt. Andererseits findet man auch durch Addition öder Sub- 
traktion der Gleichungen (3) und (4), dass 

L{m) = G{m) (mod 2). 



182 



SUR LES SOMMES COMPOSÉES DES COEFFICIENTS DES SERIES 

A TERMES POSITIFS 
Lettre adressée å Mad. Sophie Kowalevski 

FAR 

P. TCHEBYCHEFF 

k 8:t PÉTBBSBOURG. 

Je ne peux trop me féliciter de rhonneur que vous irravez fait, 
en ayant bien voulu traduire ma note sur les valeurs liinites des inté- 
grales.^ L'intérét que vous avez porté a mes recherches sur ce sujet 
m'engage de vous presenter un resultat que je viens d'en tirer par rap- 
port a la détermination des limites entré lesquelles reste comprlse la 
somme d'un nombre quelconque de premiers coefficients de la serie 

ou 

dans le cas, oii tous les tefmes sont positifs. Pour la détermination de 
ces limites d^aprés les valeurs reelles des series infinies 

JJq -j" Jx^X -j- ^.^J' "T" -»"lo''-' "t" • • • 

j'ai cherché les valeurs limites de Tintégrale 



M 



jV{^)dz, 



U 



* Voir ci-dcssus, p. 35 — 5^- 

Åcta mathemaliea. 9. Imprimé le 7 Décetnbre IHM. 
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^en supposant que F{z) est une fonction qui ne devient pas negative 
pour ^ > o et que Von connait la valeur de Tintégrale 



ao 



fe-''F{z) 



pour / réel et positif. Panni les dififcrentes valeurs liinites de Tintégrale 



u 

fF{z)(ii 



I 
/ 



que j'ai obtenues, les plus remarquables par leur simplicité peuvent étre 
présentées par les formules suivantes: 

O * o 

ou p, a sont des quantités J)ositives quelconques, et 0(/) est une fonc- 
tion, déterminée, pour / > o, par Téquation 



«&(/) = fe-"F{z)dz 

O 



et qui se réduit a oo pour / = o. D*aprés ces formules on trouve 
aisément les valeurs limites de Tintégrale 



n 



fl<\z)fh 

pour u quelconque, en donnant k p et rr des valeurs qui remplissent ces 
conditions: 

<ty{f}) = ' a ^ 0{2a) = 

Pour appliquer ces formules a la détermination des limites, entré 
lesquelles reste comprise la somme de n premiers coefficients de la serie 
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on prendra 

0{t) ^A„+ A,e-' + A,e-" + A.,e-" + . . . . 
et 

u = n — I . 
En prenant, 

'^(0-^ + f + l + f + ••• 

et 

on troiivera les limites de la somme de n premiers coefficients de la serie 

Ainsi, par exemplo, en prenant pour 0{t) nne serie infinie 

-i_-4.-L4._L4._L4.JL. 

composée seulement des nombres premiers, on obtiendra des formules 
pour évaluer les limites de la somme finie 

d'aprés les aéries infinies de la forino 

JL + . J _ 4. _L 4. J_ + 

log 2 , log 3 I logs I log; , 

2l+^ • 3I + / ' 5I + / ■" 7I+' 1" • • • 

log' 2 log*3 , log* 5 , log* 7 , 



S:t Pétersbonrg, ?^ 1886. 
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UNTERSUCHUNGEN OBER DIE CONVERGENZ DER REIHEN 

WELCHE 

ZUR DARSTELLUNG DER COORDINATEN DER PLANETEN 

ANGEWENDET WERDEN 

VON 

H. GYLDÉN 

in STOCKHOLM. 



In letzterer Zeit hat man mehrfach die Frage in Erwägung gezogen, 
ob die analytischen Ausdröcke, durch welche man bisher die Lösung des 
s. g. Dreikörperproblems dargestellt hat, auch eine wirkliche, för alle 
Zeiten gttltige Lösung dieser Aufgabe repräsentiren, öder ob sie bloss 
während einer begränzten, wenii auch för practische Bedttrfnisse hin- 
reichend langen Zeit die Bewcgungen mit der gewönschten Genauigkeit 
wiedergeben können; ob, mit anderen Worten, diese Ausdrttcke eine ge- 
nögende Einsicht in die Natur der Bewegungen zu gewähren im Stande 
sind, öder ob sie bloss den Dienst von Interpolationsformeln verrichten. 
Diese Frage lässt sich auch in folgender Weise ausdrttcken: sind die Func- 
tionen, welche die Coordinaten der sich gegenseitig anziehenden Körper 
und ihre Geschwindigkeiten analytisch angeben, von der Beschaffenheit, 
dass sie sich in gleichförmig convergirenden trigonometrischen Reihen ent- 
wickeln lassen? Die erwähnten Functionen sind uns nun zwar zunächst 
völlig unbekannt, so dass an eine direct^ Beantwortung der vorgelegten 
Frage nicht zu denken ist; unsere BemOhungen mössen daher darauf 
gerichtet sein, zu einer annähernden Kenntniss jener Functionen zu ge- 
langen, indem wir die ursprftnglichen DiflFerentialgleichungen der Bewegung 

Acta mathtmatica. 9. Imprimé le 99 Janvicr 1887. 24 
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in einer Weise vereinfachen, welche uns eine wirkliche Annäherung und 
mithin eine beliebig genaue Lösung mittelst mehrerer auf einander fol- 
genden Annäherungen erwarten lässt. Bei den bisherigen Versuchen das 
erwähnte Problem zu lösen hat man wohl auch immer, so oft es sich 
um ernstlich gemeinte Untersuchungen gehandelt hat, dresem Grundsatze 
zu genQgen gesucht; bei der Feststellung der jedesmal vorzunehmenden 
Reduetion ist eg indessen bis jetzt kaum gelungen — weil die Lösung der 
Aufgabe mit zu grossen Schwierigkeiten verbunden war — den strengen 
Beweis daför zu liefern, dass die eingeleitete Approximationsmethode 
wirklich dem richtigen Resultate entgegenftlhre. Hierzu wftre vor Allem 
nöthig, die Convergenz der successiven Annäherungen gesichert zix sehen. 
Convergiren aber die Reihenfolgen der Annäherungen nicht, so darf man 
selbstverstandlich nicht aus einzelnen derselben irgend welche Schlösse 
auf die analytische Form ziehen, durch welche die vollständige Lösung 
dargestellt werden känn. 

Es lag nahe, bei den Bewegungsgleichungen der Planeten jene Ver-, 
einfachungen dadurch herbeizuföhren, dass man in der ersten Annäherung 
bloss die Anziehung der Sonne beröcksichtigte, in der zweiten die der 
störenden Planeten, aber bloss insofern diese den ersten Potenzen ihrer 
Mässen proportional sind, u. s. w.; dass man mit einem Worte die suc- 
cessiven Annäherungen nach den Potenzen und Producten der Planeten- 
mässen ordnete. Eine solche Anordnung der Annäherungen ist aber, wie 
man bei näherer Betrachtung bemerken wird, mit ganz wesentlichen Nach- 
theilen verkntlpft. Man erhält nehmlich vor Allem Ausdrtlcke, welche 
die Zeit öder Potenzen der Zeit als Factoren enthalt^n und also beliebig 
anwachsen können; und von solchen Ausdrtlcken känn man nicht erwarten, 
dass sie die wahre Form der Integrale repräsentiren. Wenngleich man 
nun nachträglich auch- derartige Factoren eliminiren, und demnach die 
reine trigonometrische Form herstellen känn, so hat das Resultat in 
theoretischer Hinsicht doch eine weniger tiefgehende Bedeutung, als wenn 
die reine trigonometrische Form sich unmittelbar ergeben hatte. Bei 
meinen Untersuchungen tlber die Theorie der Bewegungen der Himmels- 
körper habe ich mich daher bemiiht, das Auftreten von Gliedern, welche 
mit der Zeit öder ihren Potenzen multiplicirt erscheinen, zu vermeiden. 

Wenn aber auch die Entwicklung nach den Potenzen der störenden 
Krafte nicht ttberall und durchgehend gestattet ist, so känn man sie 
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anderseits doch nicht auf jeder Stufe der Untersuchung vermeiden; es 
bleibt demnach zu entscheiden ob man, trotz derartigen Entwicklungen, 
doch Schltlsse hinsichtlich der absoluten Göltigkeit der in solcher Weise 
erlangten Lösung zu ziehen berechtigt ist. Um sogleich jeder Begriffs- 
verwechselung in Betreff "dieses Punktes vorzubeugen, muss ich mir hier 
die Bemerkung erlauben, dass ich in ineinen frtlheren Arbeiten unter der 
Benennung »eine absolute LösungD eine Lösung verstanden habe, die in jeder 
Beziehung innerhalb der Grenzen unseres empirischen Erkennens göltig 
ist. Wenn nian tlberhaupt von einem absoluten Planetensysteme reden 
darf, so bezieht sich das Wort absolut offenbar auf die Erkenntniss der 
allgeineinen und bestÄndig geltenden Gesetze der Bewegung und nament- 
lich auf die Entscheidung ttber die Frage von der Stabilitat des Systems. 
Es wäre aber hierbei vöUig unberechtigt, eine gleiche Genauigkeit bei 
den durch Berechnung ermittelten örtern der Planeten zu verschiedenen 
Zeiten verlangen zu wollen; denn wie genau auch die mittleren Be- 
wegungen der Planeten durch Beobachtungen erkannt sein mogen, immer 
wird man doch Zeiträume angeben können, nach^deren Verlauf die vor- 
ausberechneten örter sich als ura beliebige Grössen falsch erweisen mössen. 
Die Bewegungsausdrticke mQssen aber so beschaflfen sein, dass sie, durch 
Einsetzung verbesserter Werthe der Integrationsconstanten, die zu beliebigen 
Zeiten beobachteten örter der Planeten völlig genau wiedergeben. Dass 
auch dieses zu leisten nur in beschrftnktem Maasse möglich ist, beruht auf 
Umständen, deren Erörterung nicht hierher gehört. 

Was von einer absoluten Lösung des Problems der Planetenbewegun- 
gen gefordert werden muss, ist demnach: 

I® dass die analytischen Ausdrtlcke der Coordinaten und der Ge- 
schwindigkeiten bei der numerischen Berechnung dieselbe Genauigkeit bei 
jedem Werthe der Zeit erlauben, ganz abgesehen davon, ob das Berech- 
nungsresultat ohne Anderung der Integrationsconstanten mit den Beobach- 
tungen ttbereinstimmt öder nicht; 

2® dass der zu einem gegebenen Zeitpunkte durch Beobachtungen 
bestimmte Ort und die fllr denselben Zeitpunkt gefundene Geschwindig- 
keit durch die Berechnungsresultate innerhalb des Genauigkeitsgrades der 
Beobachtungen wiedergegeben werden. 

Zu diesen beiden Punkten kommt noch ein dritter, welcher zwar 
gewissermassen schon im ersten enthalten ist, seiner Wichtigkeit wegen 
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aber doch besonders hervorgehoben werden inuss^ Punkt i könnte nehm- 
lich* scheinbar erfilllt sein, wenn z. B. die analytischen AusdrUcke far 
die Coordinaten und die Geschwindigkeiten aus lauter trigonometrischen 
Gliedem bestehen, und dabei die kleinsten eben auf der Grenze ständen, 
welche man för die Genauigkeit angenommen hatte. Man könnte nun, 
und zwar nicht ganz mit Unrecht meinen, die Reihe wÄre wirklich gleich- 
förmig convergent, denn die wirklich berechneten Glieder lassen sich in 
eine endliche Anzahl von Gruppen theilen, innerhalb welcher die einzelnen 
Glieder wie Potenzenreihen convergiren. Immerhin bleibt aber doch ein 
wirklicher Nachweis dafOr sehr wtinschenwerth, dass die Summe der ver- 
nachlässigten Glieder stets geringer bleibt als eine gegebene Grösse; und 
es ist die Forderung eines solchen Nachweises, welche ich als die dritte 
bezeichnen möchte, die erfullt sein muss, damit die Lösung das Prftdicat 
»absolut» verdiene. 

Ich bin der Meinung gewesen, dass ein solcher Nachweis aus meinen 
frttheren Untersuchungen ziemlich leicht hervorgehen wtirde, allein darin 
habe ich mich hinsichtlich eines gewissen Punktes get&uscht. Es erwiesen 
sich zum Theil ganz andere Betrachtungen erforderlich um öber die Gon- 
vergenzfrage einiges Licht zu werfen, als die, welche eine möglichst rapide 
und genaue Berechnung einzelner Ungleichheiten bezweckten. Anderseits 
liegt aber, so viel ich bis jetzt t\bersehen känn, kein Grund zu einer we- 
sentlichen Abänderung in den Methoden vor, die ich frUher zur Her- 
stellung der analytischen Ausdrttcke ftir die Coordinaten und die Ge- 
schwindigkeiten angegeben habe. Am allerwenigsten aber habe ich ein 
Indicium bemerken können, dass die von mir frtther angewandten Reihen, 
welche im Wesentlichen mit den von Lagrange und Laplace eingeftthrt^n 
ttbereinstimmen, nicht convergiren. Das Resultat der Untersuchungen, von 
denen ich einen wesentlichen Theil hier vorlege, wird dieses bestätigen. Das- 
selbe bezieht sich auf die Convergenz einer gewissen Gattung von Gliedern, 
die ich characteristische Glieder nennen werde, weil sie nicht nur fttr die 
Bewegungsgesetze characteristisch sind, sondern auch die anzuwendende 
Berechnungsmethode bedingen. Von den vielen Gliedern, aus welchen 
die analytischen Ausdrttcke der Coordinaten zusammengesetzt sind, ist es 
eine relativ geringe Anzahl, welche sich durch ihre Grösse unter den 
tlbrigen bemerklich machen und also die besonderen, flir einen gegebenen 
Fall eigenthttmlichen Bewegungsgesetze kennzeichnen. So ist z. B. die 
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Evection characteristisch far die Bewegung des Mondes und die Libratioii 
för die Bewegungen der drei inneren Jupitersmonde. För die Bewegungen 
des Jupiter und des Saturn sind die grossen Ungleichheiten characteristisch, 
welche von der zweifachen Bewegung des Jupiter weniger der fönflfachen 
des Saturn abhängen, und die kleinen Planeten bieten vielfache Bei- 
spiele zur Illustration von eigenthömlichen Fallen in der Theorie der 
Himraelsbewegungen. Glieder, welche solche Ungleichheiten darstellen, 
sind för die Theorie der Bewegung oflfenbar characteristisch, wodurch 
man veranlasst wird, dieselben einer besonderen Untersuchung zu unter- 
werfen, und dies um so mehr, als grade sie nebst den elementären 
Gliedern die einzigen sind, welche ernstliche Schwierigkeiten bereiten. 
Alle öbrigen Glieder können leicht ermittelt werden und sind mit sehr 
wenigen Ausnahmen mehr als Correctionsgrössen anzusehen als eigentlich 
maassgebend för die Abstraction der Begriffe in BetreflF der Gesetze der 
Bewegung. 

In meinen fröheren Arbeiten habe ich die Glieder, welche mit den 
störenden Mässen nicht verschwinden sondern constante, endliche Werthe 
annehmen, dementäre Glieder genannt. In der jetzigen Abhandlung föhre 
ich also die neue Benennung characteristische Glieder ein, und verstehe 
darunter alle die Glieder, welche die kleinsten, mit den störenden Mässen 
nicht verschwindenden In tegrationsdi visoren enthalten. — Es ist bekannt, 
dass diese Integrationsdivisoren näherungsweise aufgefunden werden, indem 
der Kettenbruch, welcher das Verhältniss der mittleren Bewegungen 
zweier Planeten darstellt, successive summirt wird und man die DiflFe- 
renzen aus den Näherungsbröchen und dem strengen Werthe des er- 
wähnten Verhältnisses biidet. Wären die mittleren Bewegungen streng 
commensurabel, so wörde eine solche Differenz auch völlig verschwinden, 
wodurch indessen zunachst nur angezeigt wörde, dass die Entwicklung, 
nach welcher man Integrationsdivisoren der besagten Form erhielte, nicht 
berechtigt war. Das Gesetz öber das Vorkommcn der elementären Glieder 
ist von ausserordentlich grosser Bedeutung för die Beurtheilung ihrer 
Convergenz. Wir mössen daher dieses Gesetz etwas näher beleuchten, zu 
welchem Zwecke ich zunächst an einige Sfttze aus der Theorie der Ketten- 
bröche erinnere. 

Soweit thunlich, werde ich mich bereits angenommener Bezeich- 
n ungen und BegriflFe bedienen, und verstehe also unter n und n' die 
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mittleren Bewegungen zweier Planeten um die Sonne: fllr das Verhält- 
niss beider adoptire ich die ftbliche Bezeichnung /i, und zwar so dass: 



n' 



Unter der Voraussetzung dass fx eine irrationale Zahl bedeutet, können 
wir dieselbe durch einen unendlichen, convergenten Kettenbruch reprä- 
sentiren, nehinlich: 

1" = r 

a H 



I 



a, + . . . 

wobei a, a,, ... ganze positive Zahlen bezeichnen. Sind nun, indera 
s^ und s'^ ebenfalls ganze positive Zahlen bezeichnen, 

8 «, 

~T J -71 • • • 

die Naherungsbrttche des obigen Kettenbruches, so sind die Differenzen: 



Si 



- — fi] - — /i; u. s. w. 

8 '^ 8t ' 



kleiner als irgend welche andere Differenzen des Verhältnisses p. von ra- 



8 



tionalen BrQchen, weil die -, 4, ... sonst keinc Näherungsbrliche w&ren. 



8 8 



Es folgt hieraus, dass die Differenzen: 



öder 



S — S'/X, 6'i— 5;/£, 



sn — 5 V, s^n — s[ n', 



kleiner sind als alle andere Differenzen derselben Form, bei denen man 
för s, 5', 5j, ... andere Zahlen einsetzte als die erwähnten Zähler und 
Neriner der Naherungsbrttche. 

Die Werthe der ganzen Zahlen s, s% 5j, ... lassen sich sehr leicht 
ermitteln.' Man hat zunächst: 
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und hiernach finden sich die folgenden mit Htllfe der Recursionsglei- 
chungen: 

^m =^ ^m^m— 1 l" ^»1—2 

Auch die Nftherungsbrtlche lassen sich mittelst Recursionsformeln be- 
rechnen, Hierzu dient vor Allem die Gleichung: 



«m+l 



8 



8 



m + 1 



m 



*m+l L*iii 8tn — 1 -J 



Da nun tlberdies die Anfangswerthe: 



8 
8 



8 



9 



fl = _?^i_ = i/l ——1—] =i 

^i aui + l a\ aa^ + i / «' 



8'8t 



gelten, so ist Allés gegeben, um die betreflfenden Grössen nach und nach 
zu berechnen und man känn sie auch durch die Form einer Summe von 
rationalen Brtlchen, in denen der Z&hler imvofiT i ist, darstellen. Man 
findet mit Htllfe obiger Formeln sehr leicht die Werthe: 



»8 



8' 



^4- — 



8 8 



8,8 



l*»8 



f8_i Lm — 

t / / / "i / / 
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u. s. w. 



und lasst man den Index m öder die Anzahl der Glieder unendlich 
wachsen, so findet man die uuendliche convergente Reihe: 



M' 



8 



— + — 

8 8\ 8\ 8^ 
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Mit Halfe der soeben angeftthrten Entwicklungen findet sich nun: 



öder: 



^-/. = (-i) 



m 
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Cii = (— O 
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«m+l 



*m+l*m+2 
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aus welcher Gleichung unmittelbar zu ersehen \St, dass eiiie Differenz 
der Form s^ — sl^/x nur dann einen sehr kleinen Werth erhållen känn, 

wenn der Nenner des auf — folgenden Näherungsbruches sehr gross wird, 

d. h. wenn die beiden auf einander folgenden Näherungsbrtlche sehr weit 
von einander liegen. Weil nun diese Differenzen, wenigstens näherungs- 
weise und bevor sie un ter eine gewisse Grenze sinken, auch die Werthe 
der Integrationsdivisoren repräsentiren, so schliesst man aus dem gefun- 
denen Ausdrucke, dass wenn ein characteristisches Glied sehr gross wird, 
so liegt das folgende sehr weit entfernt. Diese Schlussfolgerung muss 
jedoch eine Modification erleiden, weil einem gegebenen Paare s„, $'^y 
als Indices betrachtet, immer eine ganze Gruppe von Gliedern angehört, 
bei denen die Bewegungen der Argumente von einander nur um Grössen 
von der Ordnung der störenden Krafte verschieden sind. Zu diesem 
Umstande werden wir sogleich zurtlckkommen, vorher aber noch eine Be- 
mefkung hinsichtlich der Convergenz der Reihcn: 



^ + -4-- + -+.. 



öder 



« . »I 8^ 8. 



8 o| 02 "3 



einfliessen lassen, bei denen die s Grössen bezeichnen, die beliebige Werthe 
zwischen — i und + ^ annehmen können. Es ist nun in der That sehr 
leicht die Convergenz dieser Reihen nachzuweisen und dadurch einen Satz 
zu erhalten, welcher bei den folgenden Untersuchungen von der grössten 
Bedeutung sein wird. 

Aus den beiden Gleichungen: 

^m + l ^^ ^m^m "T" ^m— 1 

folgt augenblicklich : 
oder 

; = «mÖ«.-l + I + «m 

*m — 1 *iw— 1 
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Weil nun die a^ nicht minder als die s^ ganze p^ositive Zahlen sind, so 
ist oflfenbar bei jedem Werthe von m: 

?^> 2 

Es ergiebt sich hieraus sofort, dass die Reihe: • 

-+- + - + ... 

stftrker convergirt als eine nach den Potenzen von - laufende Entwiek- 
lung, imd dasselbe gilt auch von der Reihe: 



^ ^'s ^ 



Von der Summe dieser Reihen lässt sich aber sägen, dass sie durch- 
schnittlich stärker convercrirt als eine nach den steigenden Potenzen von 

~= geordnete Reihe. Aus der Convergenz dieser Summe folgt offenbar 

auch die der oben angeftthrten Reihen. 

Die Werthe der Integrationsdivisoren haben bei der absoluten Lösung 
5ie Form: 

wobei (7,n einen Factor von der Ordnung der. störenden Mässen bezeichnet. 
Wollte man auf eine absolute Lösung ttberhaupt verzichten und inithin 
eine durchorehende Entwicklung nach den Potenzen der störenden Mässen 
als zulässig erachten, so wäre das G Hed na^ in den Argumenten ganz 
bei Seite zu lassen. Die Inconvenienzen eines solchen Verfahrens liegen 
aber zu oflFen am Tage um unberticksichtigt bleiben zu können; dasselbe 
wiirde Integrationsdivisoren, die in Wirklichkeit nicht unter einer gege- 
benen Grösse von der Ordnung na^ wären, als beliebig klein erscheinen 
lassen, und anderseits fttr streng verschwindende Werthe von oben be- 
zeichneten Diflferenzen endliche Grössen ergeben. In Fallen, die ich als 
critisch bezeichnen möchte, wUrden demnach die Integrationsdivisoren 
gänzlich entstellt gefunden werden; und die nothwendige Folge davon 
wttrde die Unmöglichkeit sein, die mittleren Bewegungen richtig zu be- 
stimmen. 

Aetm mathtmmtiea. 9. Tmprimé le 81 Janvier 1887. 25 
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Hinsichtlich der bben näher bezeichneten DiflFerenz haben wir noch 
eine Bemerkung hervorzuheben, auf welche bei der folgenden Darstellung 
Bezug genommen werden soll. Wenn das Glied n(T„^ eine Grösse von der 
Ordnung der störenden Kräfte ist, so wird die Kleinheit der besagten 
Dififerenz wesentlich durch die Glieder: 



Smn — s'^n' 



bedingt. Man schliesst hieraus, da n und n' nicht als kleine Grössen an- 
zusehen sind, dass die Differenzen s^n — 5^n' und s^n — s'^n* + w^^ ftlr 
dieselben Werthe der ganzen Zahlen s^ und s'^ ihre kleinsten Werthe er- 
halten, wiewohl diese relativ sehr versehieden sein können. Das Vor- 
handensein des Gliedes ntTm bedingt also* im Allgemeinen, d. h. so länge 
dasselbe als eine kleine Grösse neben n öder n' anzusehen ist, keine An- 
derung in der Lage der characteristischen Glieder. 

Die Grössen (r^ sind im Probleme der drei Körper aus drei öder vier 
Theilen zusammengesetzt und sind dabei durch Ausdröcke der Form: 

ö',„ = K + ;^>C' + (JT + q'/if 

gegeben. Die Grössen ^), p', q und q' bezeichnen hier ganze Zahlen und 
C, c', T und / kleine Quantitäten von der Ordnung der störenden Kräfte. 
Es leuchtet ein, dass (r^ nur dann mit n öder n' vergleichbare Werthe 
annehmen känn, wenn eine öder einige der bezeichneten ganzen Zahlen 
sehr grösse Werthe erhalten. In solchen Fallen könnte allerdings eine 
Verschiebung in der Lage eines characteristischen Gliedes stattfinden, aber 
eine relativ doch nur sehr geringe. Dieser Umstand bleibt ohne jeden 
wesentlichen Einfluss auf unsere folgenden Betrachtungen. 

Die ganzen Zahlen p, p% q, q' nehmen bei jedem Paare s,^, s'^ sehr 
verschiedene Werthe an und hieraus folgt, dass mehrere Argumente der- 
selben Form vorhanden sind, bei denen s„, und 5'„ dieselben Werthe haben. 
Diese Coexistenz verschiedener Glieder, von denen mehrere Coefficienten der- 
selben Ordnung sind, bewirkt eine erhebliche Complication der ganzen 
Untersuchung ohne jedoch der Lösung wesentlich hinderlich zu sein; wir 
können sogar bei den raeisten Schritten, welche uns der Lösung unserer 
Aufgabe nähern, zunächst ganz davon absehcn, dass mehrere Glieder 
neben elnander coordonirt sind, und haben alsdann bloss ein einzigcs 
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Glied bei jedera Paare s^y s'^ zu betrachten, wobei wir dasjenige als aus- 
gew&hlt ansehen, bei dem die Dififerenz: 

einen kleineren Werth hat als die ttbrigen, demselben Paare s^, s'^ ent- 
sprechenden, aber von andern ^r^-Wertheri abhängigen Dififerenzen. 



L 

Eine jede Methode zur Auflösung des Problems der drei Körper 
setzt ein besonderes, aus den bekannten Differentialgleichungen der Dy- 
namik abgeleitetes Gleichungssystem voraus, welches gewöhnlich mit be- 
sonderer Rttcksicht auf eine bequeme numerische Anwendung und com- 
pendiöse Darstcllung des Resultats aufgesucht worden ist. Die Unter- 
suchungen aber, die auf den folgenden Blättern mitgetheilt werden, sind 
nicht nur von der besondern Form der zu Grunde gelegten Dififerential- 
glcichungeii unabhängig, sondern gestalten sicli auch nahezu in derselben 
Weise, wenri man die Zeit selbst, öder statt dieser eine von der Zeit in 
gegebener Weise abhängige Function als unabhängige Veränderliche an- 
wendet. Da in dieser Hinsicht die Wahl also frei steht, so werde ich 
die för eine einfache und leicht verständliche Darstellung möglichst 
gtinstigen Bestimmungen adoptiren, und demgem^ss die Zeit als unab- 
hangige Veränderliche feststellen, sowie die einfache, in der mécanique 
célesfe gegebene Differcntialgleichung zweiter Ordnung, durch deren Inte- 
gration die mittlere Anomalie gefunden wird, der ganzen Untersuchung 
zu Grunde legen. 

FOr die mittleren Anomalien des gestörten und des störenden Körpers 
wenden wir die in der mécanique celeste adoptirten Bezeichnungen an, 
nehmlich C und C; indem wir ttberdies mit A, Ä.^ ... constante Coef- 
ficienten, von der Ordnung der störenden Masse bezeichnen, sowie mit 
jBj, JBj, ... constante Winkelgrössen, stellen wir die besagte Differcntial- 
gleichung wie folgt dac: 

(i) ^f =_.ttMsin(.<— A"^ 4- (rni+ Ii) — n'Ä,m\{s,:—s{C + (r,nf+B,) 

— . . . + 3f 
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wobei wir in der Function M säinmtliche nicht-characteristische Glieder 
vereiiiigt denken. 

Wir wollen nun noch eine Vereinfachung eintreten lassen, die zwar 
an und fur sich den Resultaten eine grosse Beschrankung auferlegt, för 
die Untersuchung der Convergenzfrage jedoch, soweit diese sich auf die 
characteristischen Gliedcr bezieht, ohne Einfluss zu sein scheint. Diese Ver- 
einfachung besteht in der Vernachlässigung aller von der Masse des ge- 
störten Körpers abhUngigen Glieder. — Abgesehen davon, dass es in der 
Natur vieifache FäUe giebt, wo die Masse des gestörten Körpers zweifellos 
eine verschwindend kleine Grösse ist, gelangt man in vielen Punkten zu 
wirklichen Annäherungen, indem man die Glieder, welche von den beiden 
Mässen abhängen, gesondert betrachtet. Wo dies aber nicht der Fall ist, 
känn man mit wenigen Ausnahmen die Aufgabe auf die Integration von 
Differentialgleichungen zurHckftthren, welche dieselbe Form mit denen 
haben, die man nach Vernachlässigung der Masse des gestörten Körpers 
erlanfft haben wörde. 

Das Resultat, welches durch die Integration der Gleichung (i) er- 
halten wird, hat nun voraussichtlich die Form: 

(f =r c + w< -f a> , 

bei der wir durch c und n die beiden Integrationsconstanten bezeichnen, 
nehmlich durch c die Constante der mittleren Anomalie und durch n die 
mittlere Bewegung. Die Function cd bezeichnet eine Summe periodischer 
Glieder, welche Summe wir sogleich in zwei Theile zerlegen wollen, 
indem wir setzen: 

O) = Z -^ dC 

Wir setzen dabei voraus, dass die Function Z alle characteristischen Glieder 
umfasst, wenigstens alle solche, die sich bei der Integration als critisch 
erweisen; das Increment dC aber alle ttbrigen. Dieser Bestimmung zu- 
folge können wir annehmen, dass die Glieder, welche die Function åC 
constituiren, leicht zu ermitteln sind, öder dass die Gleichung: 

W- = ^^ 
ohne jegliche Schwierigkeit int^grirt werden känn, soweit man nicht bei 
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den tbrtgesetzten Annäherungen Glieder. erhaltoii wttrde, welche der Form 
nach den characteristischen Gliedern angehören und deninach der Function 
Z einverleibt werden sollten. Anderseits wQrde man bei fortgesetzter 
Annäherung durch Integration der Gleichung: 

-j^ = — n^A sin (^C — 6''C' + ö•^^^ + /y) — ... 

Glieder iinden, die mit denen der Function dZ i^u vereinigen wären. 
Wenn man daher die Gleichung (i) in zwei andere zerspaltet, von denen 
die eine Z und die andere dz geben soll, so inuss der einen öine Func- 
tion hinzugefttgt werden, die wieder von der anderen abgezogen wird, 
und welche die OberftUirung gewisser Glieder von der einen Gleichung 
zur anderen vermittelt. Indeni wir diese Function durch N bezeichnen 
haben wir also die Gleichungen: 

^ == — nJA sin «— ^T + ont + B) — 7i''A, sin {s^C— s\C + (T^nt + B,) 

— ... + .¥ 



dt' 



= M — N 



und die Summe beider vertritt offenbar die Gleichung (i). Von der 
zweiten dieser Gleichungen können wir nun sicher annehraen, dass ihre 
Integration keine Schwierigkeiten verursachen wird, und werden wir uns 
daher nicht weiter mit derselben befassen, sondern die Function {JCsogleich 
als eine bekannte Grösse ansehen. — Hinsichtlich der ersten der obigen 
Gleichungen heben wir hervor, dass die aus N entstehenden Glieder mit 
den ttbrigen einfach vereinigt w^erden können, wodurch die Coefficienten 
um kleine Grössen geändert werden. Derartige Incremente sind fttr die 
folgenden Betrachtungen nicht wesentlich; sie können liberdies aber als 
in den betreffenden Coefficienten bereits einverleibt gedacht werden, so 
dass wir bei unseren Untersuchungen von der Gleichung 

(2) ^ = ~ ^'^ ^"^ (^^~ ^'^' + (THt + B) — .. , , 

bei der die Function N einfach weggelassen worden ist, ausgehen können. 
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Diese -Gleichung integriren wir nun in der gewöhnlichen Weise, 
indem wir Z, soweit diese Function in den Argumenten rechter Hand 
vorkommt, als constant ansehen und ftlr C den Werth c' + n't annehmen. 
Wir erhalten dabei, da hier keine Integrationsconstante hinzugefögt zu 
werden braucht, 

(3) S = Ki^r— cos {s:— sT + ^nt + B) 

\^/ rt.f. sm. — uti. -I- /Trt. ^ ' 







dt 


sn — 


sn 


+ 


an 




• 


n\4^ 




COS 


G^i 


^ 


«l 


n 




+ o^n 


^ ' 



und ist die Function F hier ofiFenbar eingefnhrt worden, daniit die rechte 
Seite das strenge Integrationsresultat ausdrllcken soll. Ura diese Function 
zu bestimmen, diflerentiiren wir die Gleichung (3) und erhalten hierauf 
unter BerQcksichtigung der Gleichung (2): 



(4) 



o = 



""'^ sill «— sT + md + B) 



Sll — 811 + (Til 



+ -'"^i'--- -sin (s,r— s[C' + ^,„f + B,) + . . . 



dX dF 

Ii '^'dt 



Indem in dieses Resultat der Werth von ^ aus (3) eingesetzt wird, 

erhält man eine Gleichung, aus der die Function F durch fortgesetzte 
Annäherungen zu bestimmen ist. Diese Bestimmung wird nun zwar nicht 
immer gelingen, aber derartige Falle erheischen tlberhaupt eine andere 
Integrationsmethode als die, wclche wir bei der Gleichung (2) eingeleitet 
haben. 

Die Gleichung (3) integriren wir nun in derselben Weise, wie wir 
jene aus der Gleichung (2) herleiteten, d. h. indem wir die Function Z 
in den Argumenten als constant ansehen. Auch hier braucht man keine 
Integrationsconstante hinzuzufttgen, weil dieselbe als mit c zusammen- 
fallend gedacht werden känn. Dem sich unmittelbar ergebenden Re- 
sultate ftigen wir aber, ebenso wie bei der ersten Integration, eine Func- 
tion, F^ hinzu, welche wir nachher so bestimmen mtlssen, dass der Diffe- 
rentialgleichung (2) strenge genttgt wird. 
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Es ergiebt sich in solcher Weise: 

+ (..n-r^V.^ -;^-'"''''"-^'"' + "'"' + *■) + - + *■' +/^* 

Nachdem wir diese Gleichung diflferentiirt, und das Resultat mit dem, 
durch die Gleichung (3) gegebenen Werthe von -^ identiiieirt haben, er- 
halten wir: 



(6) 



*"'^'' -^ 6o8(5<r— 6'r + (rnt + B) 



(mi — s'n' + an) 



s.n^A 



+ (s^n-lw + .^B)^ ''^^'^^- ^J^' + ^^''* + ^0 + . . . 






Aus dieser Bedingung ware die Function F^ zu bestimmen; wir werden 
aber die hierauf bezögliche Untersuchung zunachst bei Seite lassen, ebenso 
wie wir die Bestinimung von F nicht näher bertlcksiehtigten. Unsere 
nächsten Betrachtungen betreflfen nehmlich die Frage von der Convergenz 
der Entwicklung von Z, wie diese durch die Gleichung (5) angegeben 
wird, indem die von F und F^ abhängigen Glieder unbertlcksichtigt ge- 
lassen werden. Es genttgt hierbei die Bemerkung, dass in der Mehrzahl 
der Fälle, wie sie ftberhaupt vorkommen können, die Functionen F und 
F^ Grössen zweiter Ordnung hinsichtlich der störenden Krafte sind, so 
dass die von dicsen Functionen unabhangigen Glieder in den Gleichungen 

dZ 

(3) und (5) genaherte Werthe von -t- und Z ergeben. 

Betrachten wir nun die Convergenz der Reihe (3) als eine reih al- 
gebraische Frage, d. h. losgelöst von allén Bedingungen astronomischer 
Natur, so werden wir bald inne, dass wir auf dieselbe keine bestimmte 
Antwort finden können. Es zeigt sich nehmlich, dass es Werthsysteme 
von n und w^geben känn, bei welchen die betreffende Reihe convergent 
ist, dagegen aber auch andere Werthsysteme, welche sicher die Divergenz 
derselben Reihe bedingen. Um dies nachzuweisen mössen wir die Grössen- 
ordnungen der Coefficienten A, -4j, .... zur Evidenz bringen. Wir be- 
zeichnen zu diesem Zwecke mit M^ einen Factor von der Ordnung der 
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störenden Masse, mit a und e aber Grössen, von denen die erste das con- 
stante Verhältniss der mittleren Entfernungen bezeichnet, und zwar so, 
dass a immer kleiner als die Einheit angenommen wird, und e als von 
derselben Grössenordnung wie die Excentricitäten öder die gegensertige 
Neigung angesehen wird. Die Coefficienten A^ sind nun hinsichtlich 
ihrer Grössenordnung durch die Formel: 

gegeben indem wir voraussetzen, dass: 

^m ^ ^in 

Fdr den entsprechenden Integrationsdi visor känn inan, dem jetzigen 

« 

Zwecke entsprechend, den genäherten Werth: 

s„ji — sLn' = + 






anwenden, indem man nehmlich das Glied a^n als verschwindend klein 
ansieht. Es ergiebt sich nun: 

^ = _ s[nMa'e'-' cos(.<— s'C + (rnt + B) 

und weil s[ beliebig gross im Verhaltniss zu s und s' sein känn, s^ ini 
Verhältniss zu s^ und .<?!, u. s. w., so könncn diese Zahlen Werthe haben, 
welche die Divergenz der obigen Reihe bedingen. Sie können aber ander- 
seits Werthe haben, bei denen die Reihe sichcr convergirt. In noch hö- 
herem Grade tritt die Bedingung der Divergenz öder Convergenz bei der 
Reihe fttr Z selbst hervor, indem die Glieder dieser die Quadrate der 
Zahlen sJ, s[y ... als Factoren enthalten. 

Betracht ungen, wie die obigen gehören aber unserer Aufgabe gar 
nicht an, denn nicht sowohl die Integrationsconstanten n und c, als viel- 

mehr die zu einem bestimmten Zeitpunkte stattfindenden Werthe von 

nr 

j- und C dtirfen in derselben als gegebene Grössen angesehen werden, 

weil diese direet mittelst Beobachtungen gefunden werden können. Unsere 
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Aufgabe ist im Gegentheil die, aus den ftir einen bestimmten Zeitpuukt, 

z. B. fttr < = o gtiltigen Wertheii von j- und C, w^lche durch n^ und 

c^ bezeichnet sein mogen, die Werthe von n und c zu bestimmen. Es 
wird sich dabei erweisen, dass letztere Grössen keineswegs immer synec- 
tische Functionen der ersteren sind, denn es känn unendlich viele Werth- 
systeme von n^ und c^ geben, welche dieselben Werthe von n und c be- 
dingen. In diesen Fallen wtirden letztere Grössen nicht mehr den Cha- 
racter von willkörlichen Constanten haben, sondern zwei andere Grössen 
als solche eintreten. 
Weil nun: 

^= c + w< + Z + oT 

dt~~ '^ "^ dt"^ dt 

då^ 
und wir die Grössen d^ und -^ als bekannt ansehen und ihre Werthe fftr 

^ = o demnach sogleich als in c^ und n^ berOcksichtigt denken können, 
so haben wir: 

» 

(8) ^\=c+ ^--^^_ sin K - ^'C + B) - 

V* A 
+ / 7— T i sin (s^c^. — s[& + 7i,) + . . . 

. Aus diesen Gleichungen sieht man sogleich, dass die Grösse c sich 
unmittelbar ergiebt, wenn einmal n gefunden worden ist: die Bestimniung 
dieser Grösse ist aber mit nicht géringen Schwierigkeiten verbunden. 

Das Resultat, welches durch die Lösung der Gleichung (7) in Bezug 
auf n erhalten wird, fingiren wir zunftchst, indem wir die nachstehende 
Gleichunor aufstellen: 

o 

(9) ■ n = », — »ff y - — ng^y -^—... 

Aeta mathemattca. 9. Imprlmé le 9 Févrior 1887. 2t> 
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"(i +ff\/j-hff.\/f + "-) = n,', 



unsere Aufgabe ist hierinit auf die Bestiminung der Grössen g^j g^, . . . 
zurOckgeftthrt. 

Durch Vergleichuiig der Gleichungen (7) uiid (9) ergeben sich för 
die g^ sofort folgende Ausdrftcke: 



(10) 



// = 



;/ ^ sA 



sn — St/ 



— COS (.SY- S'C' + Ii) 

an " ^ 



1/. \ Kj A 



•'^. = ..h-.:.;-';..h ""^ ("■""-"'"' + ^'^ 



u ?. w. 



Durch diese Gleichungen sind die g^ n\\\\ zwar bestimmt, aber noch nicht 
ermittelt, weil die Glieder rechter Hand die noch unbekannte Grösse n 
enthält. In den meisten Fallen, die in unserem Sonnensysteme vorkom- 
men, wörde man zwar die betreflfenden Grössen durch Annäherungen er- 
mitteln können, allein bei gewissen Werthen der bekannten Grössen wörde 
ein solches Verfahren versagen und känn auch nicht die Natur der be- 
treflfenden Grössen aufdecken. 

Statt der noch unbekannten Integrationsdivisoren föhre ich jetzt an- 
dere Grössen ein, welche einen leichteren Uberblick ttber die Natur der 
Resultate gestattet; ich setze: 



(I o 



sn — 6'n' + ^'* = ^K^/^ — 9) \l^^ 



U. 8. W. 



Man bemerkt leicht, dass in gewöhnlich vorkommenden Fallen, wo die 
Integrationsdivisoren keine exceptionell kleinen Werthe annehmen, die 



Grössen f^ von der Ord n ung 



und die Grössen g^ von der 



Ordnung s'^^iyj8^A^ sind; die letzteren haben daher in gewöhnlich vor- 
kommenden Fallen Werthe, die wesentlich kleiner als i sind. 
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Mit RQcksicht auf die Ausdrttcke (ii) erhÄlt man au8 (lo) die 
Gleich ungen: 

C08 (sCf, 8 C + B) 



9 == 



9x = 



^f—g 

cos(«, C„ — 8\C + Bl) 

2/; - </. 



u. s. w. 



Aus diesen Gleichungen lassen sich die g^ durch die /]« ausdrHcken, und 
zwar erhält man: 



(12) 



//,» = L + S'f« — cos (.s„fo — s'„,c.' + lij) , 



wobei das obere öder das untere Vorzeichen anzuwenden ist, jenachdein 
f„ positiv öder negativ ist. -.— Ferner ist: 



2/",„ — ffn, = fm ± <fl — cos (s„Co — s',„c' + B„) 

m 

Mit Httlfe dieses Ausdruckes finden sich aus d^n Gleichungen (lo) Werthe 
der Integrationsdivisoren, womit folgende Entwicklungen för n und c 
erhalten werden: 



('3) 



"o = " 



J +- 



\/ — COS(»ry — 8 C + B 



) 



f ± vV* -- cos(8r, — 8 c + B) 



(14) 



/A 



+ 



i/ l_i C08(/«,(.*o - 8[c + B,) 

/", ± >Jf\— C08(«t,r„ — 8\e + B,) 



P^ • • • 



<■ = c + 



8in(«(:. — »'c' + B) 



«[/■ ± v/' — co8(«c. — »V + B\Y 



+ 



»»"(".c» — 'ic' + B,) 



«,[/; ± v//^ — co8(«,r. ~«;c' + i/,)| 



+ ••• 



Man bemerkt leicht, wenn man sich der oben gemachten Voraussetzung 
binsichtlich der doppelten Vorzeichen erinnert, dasp diese beiden Reihen 
imraer convergent sind, wenn von den f^ kein einziger kleiner als i wird. 
Sie können aber auch bei kleineren, öder gar verschwindenden Werthen 
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von den f^ convergiren, wenn nur die Winkel s^Cq — 8'^c' + B^ gewissen 
Bedingungen gentlgen. Statt diese aufzusuchen werden wir die betreflfen- 
den Reihen in einer Weise umformen, dass die Convergenz derselben sich 
leichter tibersehen lässt. 

Wir ersetzen die f^ durch andere Grössen k^ indem wir die Relation: 



(•5) 



' 1 2 I 

fl + (sin ; (5,Co — s'^c' + B„) ) = -j 



m 



feststellen. Cberdies setzen wir zur Abktirzung: 



-{s,nCo — s'„,(:' + B„) = D,„ 



und erhalten nun: 



fl — cos {s^c^ _ 5;c' + B„) .-= 



I — Ä-„ COS D 



m 



m 



f, 



3 
m 



I — /fw sin D 



•iS. 



Hiermit finden sich: 



9 



V I — k\,9,ml)i — Vi — /f« cosDiL 



m 



m 



2/"» 



9m = 



v/l — klsiuDl + VI — hloosDl 



m 



und die Reihen (13) und (14) nehinen nun die folgende elegante Gestalt an: 



(16) 



n. = n 



1 + 



\/4 



COS2l> 



V I — A' sinZ)' + v'' - ** cosD' 



+ 



'■ \ir ^^^^ ^^' 



y/i — k\ sinDJ + ^'i -- ArJ cosD' 



+ •• 



(17) 



c„ = C + 



+ 



A;' 8in2i> 



,[y'l — Ä;*8iiiD' + v/i —A:' cos/)*" 

Ä-*sin2Z>i 



«i [\/i — fcJ sin z>; + v/i — *? cos z>;] 



ip + • • • 
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Man sieht an diesen Entwicklungen sofort, dass sie. convergent sind, so 
länge keine der Grössen k^ der Einheit Qbersteigt, und hieraus folgt auch 
die Convergenz der Reihen (3) und (5) abgesehen von den mit F und -F, 
bezeichneten Gliedern. Bei diesem Resultate bleiben wir vorlftufig stehen 
und wenden uns zunJlehst an die Bestimmung der Grössen g^. 

Von den wahren Integrationsdivisoren, welche durch die Gleichungen 
(ii) bestimmt sind, unterscheiden wir die apparenten Integrationsdivisoren, 
deren Werthe man auf Grund von Beobachtungen unmittelbar kennt, 
öder doch als bekannt annehmen känn. Diese Divisoren werden mit dem 
Werthe n^ in derselben Weise zu berechnen sein, wie die wahren mit 
dem Werthe »; sie sind daher durch den folgenden Algorithmus gegeben: 



(18) 



sn^—s'n' + <r», = n^e = n^»A. (2/" ~- g) — {s + a){n — nj 
s,Wo — sin' + «T,w„ = M<,e, = «v/v^(2/; — ^1)— («, + <r,)(M — wj 



u. s. w. 



Indein wir uns der Relation (9) erinnern, kOnnen wir diese Gleichungen 



auf die nachstehende Form bringen: 



e = v«A(2/--^) + (s + e-é)[g y/'^ + g, y/^^-' + . . .) 
^1 --= v^^"^ (2/; — .9i) + (5, + ^, — e,){g \Jj + g, y^ + . . .) 

U. 8. W, 

In diesen Gleichungen ersetzen wir die Differenz 2/^ — g^ durch den 
Werth : 

C08 2Z>,« 

und beachten die Relation: 

^m "T ^m ^m ^w ~ 'j 

es findet sich alsdann, indem wir die Bezeichnung: 

«,« = \^^A^ cos 2D,„ 
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anwenden, das System: 



(19) 






U. 8. W. 

Zwischen zwei und zwei dieser Gleichungen könnon wir die Reihe: 



V4+-".v/?+-- 



eliininiret), und erhalten dann Relationen zwischen zwei ^^-Werthen. Dabei 
bezeichnen wir durch r und r' zwei beliebige Indices und setzen: 

Das Eliminationsresultat wird nun: 



flrf^r flr»^r 



E. .. = ^'•^' — 



r. ; 



oder: 



(20) 



ih 



i/r 



Or = 



fÅrSrih 



Ur »r J^r, r [/'■ 



Lassen wir in dieser Formel den Index r' die Werthe der ganzen posi- 
tiven Zahlen, inclusive Null, annehmen, und substituiren wir die in 
solcher Weise erhaltenen Ausdrticke der Coefficienten g^ g^^ g.^, ... als 
Functionen von g^ in die Gleichung: 



= i; + <(-V^? + W^ 



+ ... 



so tindet sich: 



(21) 



er 



«, ,,»1. 

— + «r — 



"^Vv . "'i^Vf 



+ -- 



8 Ur ^r,0</r «1 «/• ^V.l 9 



+ ... 



... + 



-? ^ T -7^r V 7" + ~ W •■ • • 
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Diejenige Wurzel dieser Gleichung, welche unserer Aufgabe entspricht, 
erhalt man sehr häufig leicht genug durch Annftherungen, indein man 
von dem Werthe: 



9r = 



ausgeht. Hat aber e^ einen solchen Werth, dass der Nenner dieses Aus- 
druckes sehr klein werden känn, so versagt die angedeutete Methode. 
Solche Falle sind es eben, die wir jétzt etwas näher betrachten wollen. 
Vor Allem mttssen wir den Werth von iJ^ ,. etwas näher untersuchen. 
Zu diesem Zwecke setzen wir in dem oben gegebenen Ausdrucke ftir diese 
Grösse die Werthe: 

e,' = s, — s,--+ a/y e, = &,• — $,• + /r,. 

und erhalten somit: 

(2 2) i\, = sX' — ^%K + K'^, — K^r 

Hieraus schliessen wir unmittelbar, dnss in der Regel JEJ^ ,.. keine kleine 
Grösse bedeutet. Die Differenz sX — ^^'^r ist nehmlich eine ganze Zahl 
wahrend die folgenden Glieder eine irrationale Grösse bezeichnen, deren 
Werth nur in Ausnahmefällen einer ganzen Zahl sehr nahe kommen 
känn. Derartige Fälle können aber offenbar nur bei sehr grossen Werthen 

von r öder r' erntreten, d. h. nur wenn - öder - als Grössen von der 

Ordnung der störenden Kraft anzusehen sind, woraus folgt, dass der ent- 
sprechende Coefficient A^ öder A^ eine ausserst kleine Grösse bedeutet. 
Ein besonderes Interesse bietet der Fall dar, wo der Gleichung: 

S^ s'^/i -\- (T^ = O 

streng genttgt wird. Mit Rftcksicht hierauf erhalt man aus der Gleichung 
(22) den Werth: 

die J5-Coefficienten sind demnaeh den wahren Integrntionsdivisoren pro- 
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portional, wenn ein einziger dieser Divisoren verschwindet, und diese Regel 
gilt auch för E^,. weil 

So bald: 

r' > r, 
hat man auch nothwendig: 

\s,—slfi\ <\a,\; 

und bei wachsendem r' wird die Diflferenz 5,. 5^/jt immer kleinere 

Werthe annehmen, so dass die Grösse £?,.,.' nach und nach auf das Glied: 
— s^a^' reducirt wird. 

Der Coefficient (r^ ist nun in der Regel eine Grösse von derselben 

Ordnung wie — öt,., also von der Ordnung eines Produetes aus der stö- 

renden Masse mit der Zahl s,,. Da aber unserer Voraussetzung nach: 

(Tr= — {s, — s',fx) = + - — qp . . . 

* 

SO ist das Product ar^^+i ^^^ noch mehr die folgenden Producte: 0-^5^+2, . . . 
als Grössen nullter Ordnung öder sogar als grösse Zahlen anzusehen. Fälle, 
wo unter den Coefficienten a,, sehr kleine Werthe vorkommen, sind nun 
allerdings nicht undenkbar, mössen aber als Ausnahmefälle angesehen 
werden, weil sie, wie man sich leicht (iberzeugen känn, äusserst un- 
wahrscheinlich sind.^ Wenn aber die späteren Divisoren auch nur den 
Betrag von Grössen der Ordnung a hatten, so wären doch die Coefficienten: 






* Man kana sich das betreflfende tilied abgesehcD von den coDstanten GoefficienteD 
als durch Entwioklung von Producte der Form: 

008 ^[(i — c)nt + G] cos(ji[{\ — g)ut + G'] sium[(n — n)t + H] 

entstanden denkcn. Es bedeuton hier: p, q und m ganze, positive Zahlen, G, G' und H 
constante Winkcigrössen, und endlich g und g kleine Grössen von der Ordnung der stö- 
renden Kraft. 

Es findet sich hieraus das Argument: 

[m — 'p{l — g)]nt — [m + q(l — g)]nt + mH — pG — qG' 
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als sehr kleine Grössen anzusehen, erstens, weil a^ eine Grösse von der 
Ordnung a als Factor enthalt, und zweitens weil a^» ausserdem mit einera 
sehr kleinen Factdr von der Ordnung e*"-'"'-' niultiplicirt ist, wobei e eine 
Grösse von der Ordnung der Excentricitäten bezeichnet. 
Wir betrachten jetzt den Fall, wo: 

und d einen im Vergleich zu a^. zwar sehr kleinen aber doch endlichen 
Werth hat. Es findet sich nun: 

Da wir fortwährend r' > r annehmen, ist 5J.' als eine sehr grösse Zahl 
anzusehen. Obwohl nun d eine sehr kleine Grösse bedeutet, känn das 
Product 5^(? demnach doch eine Grösse nuUter Ordnung sein, und ist 
auch in der Regel als eine solche zu betrachten. Die beiden Glieder im 
Ausdruck ftir iJ^ ,.. sind ferner derartig von einander unabhängig» dass sie 
sich nur zufällig, d. h. hier, in einem sehr wenig wahrscheinlichen Falle, 
aufheben können. Wir schliesscn daher, dass. die Grössen iJ^^^. — ab- 
gesehen von AusnahmefäUen, deren Betrachtung wir als ftlr unsere Un- 
tersuchung unwesentlich bei Seite lassen — nicht sehr klein sind, öder, 
mit anderen Worten, dass sie als Grössen nuUter Ordnung anzusehen 
sind. Anderseits sind sie jedoch immer wesentlich kleiner als die ent- 
sprechenden ganzen Zahlen 5^. 

Die Gleichung (21) erhalten wir etwas tibersichtlicher, wenn wir fOr 
g^ eine neué Unbekannte x^ einfQhren, welche durch die Gleichung: 



woraus folgt, dass nachstehende GleichstelluDgen gemacht werdeo köDneo: 

«r' = ♦» — V 
«r = tu J- gr 

(Tr' = K + ?C = -(i> + q){Q + c) + 2 (i^ — 9)(^ — ^') 

Weil DUD die gaDzen Zahlen j> und q an die obigen Bedingangen gebonden sind und also 
nicht' beliebige Werthe annehmen können, so ist ein sehr kleiner Werth von ar' wenig 
wahrsoheinlich. 
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gegeben ist. Es findet sich nehralich: 



(23) 



OL'f. ~~~ Cf. — 






+ 



8'Xr Er, o «l «r — ^r, I 



+ .. 



•+- 



«r-i\/~; — "'•VT "'•+i\/": — 

— l«r — ^r.r— 1 ^^r^^r «r+l«r ■'^r.r- 



*r+l*r -Kr.r+l 



+ .. 



Hieraus lässt sich der Werth von Xr durch Annaherungen ermitteln. 
In der Regel wird man den Zweck erreichen, wenn man in der ersten 
Annäherung alle Glieder von dem Gliede 



/ Ar+l 
^. «r+l V 



s''- 



^0 Sr+lXr Er,r-\-l 



t«n 



an bei Seite lässt. Man erhält somit eine endliche Gleichung (r + 2) 
Grades, deren hier brauchbare Wurzel in gewöhnlicher Weise aufgesucht 
werden muss. Als brauchbar känn aber nur die Wurzel bezeichnet 
werden, welche zu einem Werthe von g^ föhrt, der kleiner als i ist. 
Giebt es keine solche Wurzel, so ist die hier befolgte Integrationsmethode 
hinsichtlich des entspreehenden Gliedes nicht anwendbar. 

Sehr häufig wird man die Gleichung (23) aueh in der folgenden 
Weise auflösen können; man bezeichne: 



2Ä^ = Cr 



Sr' 



n 



8Xr Er, O *1 ^r — Ef 



+ ... 



4 -A^r—X 4 /-^r-f-1 

"'•-1 V ~o — "'•+* V ~i — 

• • • "p , "t" ~~f 

%r—\^r Er,r—\ «r+l -^r.r+l 



+ ... 



n 



/9, = s;a,-\/-' 



r. 



die Gleichung (23) wird alsdann: 



^r ^K^r ~ pr 
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und man findet: 



x, = K + yJhl — ^r' 
also einen W^rth, ftlr deren Brauchbarkeit die Erftlllung der Bedingung: 

erforderlich ist. 

Die Grösse h^ wird bei dieser Rechnung allerdings als bekannt vor- 
ausgesetzt, während sie in Wirklichkeit jedoch die unbekannte Grösse x^ 
enthält. Die Berechnungsmethode bleibt aber anwendbar, wenn die An- 
näherungen convergiren, welche inan dadurch einleitet, dass man ftlr x^ 
irgend einen Näherungswerth, z. B. e^ in den Ausdruck fftr h^ einsetzt 
und hierrait einen verbesserten Werth von x^ berechnet. 

Endlich mag noch hervorgehoben werden, dass die ganzeri Zahlen 

s^ und s'^ aus dem Verhältnisse jul = — und nicht aus dem Verhaltnisse-- 



71 

n 



— gefunden werden. Im Anfang einer Rechnung, wo nur n^ bekannt 

ist, können daher nur die ersten dieser ganzen Zahlen gefunden werden; 
die späteren ergeben sich nach und nach in dem Maasse, wie die mitt- 
lere Bewegung n genauer gefunden wird. 



11. 

Wenn bei einem characteristischen Gliede der entsprechende Werth 
von g^ öder k^ der Einheit sehr nahe kommt, öder wenn letztere 
Grösse die Einheit tibersteigt, sage ich, dass das Glied kritisch wird, öder 
nenne dasselbe ein kritisches Glied: nach dem, was oben auseinanderge- 
setzt wurde, ist also das auf ein kritisches Glied folgende characteristische 
Glied sehr hoher Ordnung hinsichtlich der Excentricitäten und Neigungen, 
und es muss tiberhaupt als eine Ausnahme angesehen werden, wenn von 
diesen folgenden Gliedern das eine öder andere* wiedcr kritisch wird.^ 
Wir sahen nehmlich wie im Gegentheil die Divisoren der sp&teren cha- 

' Id UDserm PlaneteDsysteme wUrde die Ordnang des auf ein kritisches Glied fol- 
genden charakteristisohen GHedes sich wenigstens auf mebrere Hunderte belaufen. 
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racteristischen Gliedern derartig vergrössert erscheinen,^ dass eine durch 
die Integrationen hervorgerufene Vergrösserung der betreflfenden Coeffi- 
cienten nur ausnahmsweise zu erwarten ist. 

Bei der Methode, durch welche wir im vorigen Abschnitte die Glei- 
chung (2) integrirten, wurde stiilschweigend vorausgesetzt, dass die Di- 
visoren nicht unter eine gewisse Grenze herabsinken, denn im andern 
Falle hatte man zwar fttr c^ und n^ in den Gleichungen (7) und (8) 
convergente Entwicklungen finden können, allein die Convergenz der, 
durch die Gleichung (8) gege benen Entwicklung der Function F^ w&re 
hiermit noch keineswegs sicher gestellt. Unsere Resultate bestehen daher 
bis jetzt wesentlich nui' darin, dass wir von den Entwicklungen (7) und 
(8) sägen können, dass sie convergircn, wenn die durch die Gleichung 
(15) gegebenen Grössen k^ nicht die Einheit öbersteigen. Wir werden 
aber nun unsere Untersuchungen dahin ausdehnen, dass wir von einem 
characteristischen Gliede annehmen, es könne kritisch werden; im Ubrigen 
behalten wir die frOheren Voraussetzungen bei, d. h. wir denken uns die 
folgenden Nenner: s^w — s[n' — (TiUy u. s. w. nicht so klein, wie sie bei 
dem grossen Betrage^der ganzen Zahlen ^i und 8[ und dem von derselben 
abhftngenden Werthe von a^ nur ausnahmsweise sein können. Bei dieser 
Annahme muss die im vorigen Abschnitte befolgte Integrationsmethode 
durch eine andere ersetzt werden. Es wird uns hierbei vor AUem dar- 
auf ankommen, das kritische Glied von den ftbrigen zu trcnnen, wonach 
diese nach der soeben erwähnten Methode integrirt werden können. 

Um den bezeichneten Zweck zu erreichen, zerlegen wir die Function 
Z in zwei Theile Z^ und Z^ und bestimmen diese Theile aus den Glei- 
chungen: 

(i) ^= —n'Asm{sC—s'C + (rnt + B) + M—N 

(2) ^ .^ = — ^'^1 ^^^ (^1^— ^i^' + ^,nt+ B,) + \. — M+N 

Mit den hier eingeftlhften Functionen M und jV verfolgen wir, ebensowie 
mit den frtiher eingeftihrten analogen Functionen, den Zweck, Glieder 
gewisser Form von der einen der obigen Gleichungen zu der andern 
tlberzuftlhren. 
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Wie im vorhergebenden Abschnitte setzen wir auch jetzt: 

C = &+ n't 

C=c + nt+Z-\-dC 

= c + ni + Z, + Zj + «?C 
und erhalten durch Entwicklung nach den Potenzen von Z^ + åC- 

sin (sC— s'C + at + B) 
— sin [se — s'c' + {sn — s'n' + an)t + sZ, + B} 

^ $(Z, +«?O cog [-gg _ g>^> ^ ^5„ _ g.^> ^ „n)t + sZ, + B] 

— ''^^' "^/^^' sin [se — 8'c' + («» — 8'n' + <rn)t + »Z, + /i] 



Weil nun die Function Z^ + ^C> wie man hier anzunehmen berechtigt 
ist, au8 lauter Sinusgliedern bestéht, so enthalten die ungraden Potenzen 
dieser Function ebenfalls lauter Sinusglieder, die graden Potenzen dagegen 
Cosinusglieder, nebst einer nothwendig positiven Constante. Diese con- 
stanten Glieder bezeichne ich durch Ä^, h^, • . . , und bestimme die Func- 
tion N aus der Formel: 

N= — n^A '^^' ^ ^'^^ cos [se — s'c' + {sn ~ s'n' + (m)t + sZ^ + B] 
+ ^a^ ^'(^« +^^\ os[sc — 8'c' + {sn — 8'n' + an)t + sZ^ + B] 

I , 2 • s 



+ „»^5» (A±^_A sin [se — s'c' + («» — s'n' + <r»)< + sZ, + if] 

/ 

_ nMs* (^. +«^^*-^ gin [se — s'c' + («« — «'»' + <m)< + «Z. + 5] 

1.2.^.4 '^ ^ ' 0'J 



3-4 
4. 

I • • • • 
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Au8 der Gleichung (i) findet sich hierauf die nachstehende: 

« 

= _ »M ( I - • '''^ + j^ . . . ) sin [se - s'c' + {sn - s'n' + «t«) < + sZ, + B] 

+ 31; 

und wir denken uns endlich die Function M so bestimmt, dass Glieder 
mit dem Argumente: 56' — s'c' + {sn — s'n' + (Tn)t + sZ^ + B, welché 
etwa in der Gleichung (2) entstehen können, mit dem Gliede rechter 
Hand in der Gleichung (3) ohne weiteres vereinigt werden. Wenn wir 
uns also den Coefflcienten A in entsprechender Weise abgeändert denken, 
so können wir das Glied M ohne weiteres bei Séite lassen. 

Es entsteht also nun eine Gleichung, die wir etwas vereinfacht 
schreiben werden, nachdeni wir die Bezeichnungen : 

2 F = {sn — s'n' -^ on)t + sZ^ + se ~ s'& + B 

\ i.2'i.2.3.4 ; 

« 

festgestellt haben. Wir finden: 



dt' 



= — otV^ sin Fcos V 



Durch Integration dieser Gleichung ergiebt sich unmittelbar, indem wir 
die Constante durch y^n^ bezeichnen, 



(iF\2 



-rr\ = y 71 OL tv SHl K , 

und durch die zweite Integration, bei der wir die hinzutretende Con- 
stante durch C bezeichnen, entsteht die Gleichung: 



(4) V --= arn {yiit + C'), mod k 

Es wird also auch: 

(4') ^=r»dn(r«< + c) 



a 
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In der Gleichung (4) haben wir ein Resultat gewonnen, welches leicht 
in bekannter Weise entwickelt werden känn. Hierauf erhalt man unmit- 
telbar den Werth von Z^, dessen erstes Glied mit dem ersten Gliede des 
durch die Gleichung (5) im ersten Abschnitte gegebenen Werthes von Z 
ftbereinstimmen muss, nachdém man das Argument dieses Gliedes in der- 
selben Weise entwickelt hat, wie in diesem Abschnitte zur Herstellung 
der Gleichung (3) nöthig war. Auf die Identität dieser Resultate, welche 
ftbrigens nur unter der Bedingung stattfindet, dass 

^- < I 

habe ich nur vortlbergehend hingewiesen; wir werden im Folgenden von 
derselben keinen Gebrauch machen. 

Die Werthe von c + Z^ und n + -rf , welche för den Zeitpunkt 

t = o gelten, bezeichne ich durch c^ und n^. Diese Grössen sind aller- 
dings nicht identisch mit den fröher unter denselben Bezeichnungen ver- 
standenen Grössen, sie unterscheiden sich aber von diesen doch nur wcnig, 
und können bei den jetzigen Untersuchungen die Stolle der letzteren ver- 
treten, da man ttbersehen känn, dass die Unterschiede beider mit Leich- 
tigkeit ermittelt und in der Rechnung bertlcksichtigt werden könnten. — 
Indem wir uns ftberdies der Bezeichnung: 

D = lisc, - sY + B) 

m 

bedienen, erhalten wir: 

D = amC; 

und: 

sn^ — s'n' -{- an = ^f-^j = 2j'nduC 

Setzen wir nun: 



60 wird: 



sn^ — sn + ö•/^ = 2 arjf^ 



n 7) 



oder : 



n« 
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Anderseits haben wir aber: 
so dass die Gleichung: 

' n 

unmittelbar erhalten wird. — Bezeichnen wir noch: 



' n 



SO entsteht die Gleichung: 



(5) r + 8inD' = l, 

welche mit der Gleichung (15) des vorigen Abschnittes bis auf Grössen, 
die hier nicht in Betracht kommen^ identisch ist. Eine strenge Verglei- 
chung mit den Resultaten des vorhergehenden Abschnittes ist tlberhaupt 
auch nicht nöthig, weil die Convergenz der daselbst gegebenen Reihen 
nicht nothwendig aufhört, wenn die Grössen k^ um sehr klcine Betrftge 
die Einheit ftbersteigen ; es genftgt, dass die Grössen k^ sinD^ und k^ cosD^ 
kleiner als i bleiben. Bei der jetzigen Lösung känn aber der Modul k 
beliebig gross werden, ohne dass die durch die Gleichung (4) angegebene 
Form des Integrales aufhörte richtig zu sein. Dem ungeachtet ist es in 
mancherlei Hinsicht vortheilhaft, das Resultat durch elliptische Fiinctionen 
auszudrtlcken, welche dem Modul 

entspreclien, wenn der Modul k die Einheit tlberstei^. Man findet nun 
leicht, auf Grund einiger bekannten Transformationsformeln, 



(6) 



sin V = /sn(aw/ + CJ 
cos V = dn(aw/ + C^) 
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* I 

gesetzt worden ist. 

Weil nun die Entwlcklung von cn(af + C',) kein constantes Glied 
enthälty 80 känn auch nicht die Function: 

2 -TT = 5W Sn + ö*/^ + 5 -TT^ 

dt di 

ein constantes Glied enth«^lten. In -^r können wir aber ein solches Glied 

dt 

nicht voraussetzen, wenn n die Bedeutung der mittleren Bewegung hat; 
wir schliessen daher, dass; 

(7) ÄW — sV + an = o 

S^tzen wir in den vorstehenden Gleich ungen: ^ » o, so gewinnen 
wir die Werthe: 

^ sin D = sn C, 
Die Summe der Q.uadrate dieser Gleichungen . giebt uns: 



^ + 8inD» = / 



9 



also ein Resultat, welches bereits oben durch die Gleichung (5) nach- 
gewi^sen wurde. 

Wenn Ä < i , muss die Grösse sn — s'n' + an offenbar gleich dem 
constanten Gli^de in der Entwicklung von 2p^åx\{jnt -f G) sein. Diese 
BediQgung gi^bt uns: 



1: 



(8) sn — s'n' + on = ptjz 

w 

wobei wir, wie tiblich, durch K das vollst&ndige elliptische Integral erster 
Gattung bezeichnen. Ziehenwir von dieser Gleichung den Werth: 

Sf7^ — s'n' + irw = 2;^/«dnC 

Äcta mathematicu. 0. Imprlmé It 15 FéTrler 1887. 28 
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ab, so bleibt: 

s{n — n^) = 2pt(^— ån Cy 

ein Werth, aus wolchein wir auf Grund der Beziehung 



wdnC = 7n,Ä = 2^ 



den folgenden erhalten: 



(«-«.)= ^S(Ä-'ä'"') 



För den Fall aber, dass Ä > i, haben wir: 

sn^ — s'n' + éjw = 2ptcnC^ 

und diesen Werth ziehen wir von der Gleichung (7) ab. Wir erhalten 
somit: 

s(n — ^o) ~ — 2^cn(7j 

Ftlr die Beziehung zwischen n und n^ haben wir also zwei ver- 
schiedene Ausdrtlcke gefunden, den einen gtlltig för den Fall: Ä < i, 
den andern f Qr den Fall : A; > i . Diese Ausdrtlcke sind aber nicht nur 
formell von einander verschieden, d. h. so, dass sie durch Transformation 
auf einander reducirt werden können. Wénn wir also n als Function von 
n^ und k betrachten, so schliessen wir auf Grund des erwähnten Um- 
standes, dass n nicht eine synectische Function dieser beiden Variablen 
ist, sondern dass im Punkte A; = i eine Unterbrechung der Stetigkeit 
stattfindet. 

Die Formeln, welche zur Berechnung von k und C öder von I und 
Cj dienen, werden wir jetzt unter einer von der frtiheren etwas abweichen- 
den Form angeben, wobei wieder die Discontinuitat der betrefifenden Re- 
lationen hervortret^n wird. Aus der Gleichung: 

öder: 

n aTj Tjk 

Ho yånC ån C 
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erhalten wir auf Grund der Gleichungen (7) und (8): 

(b + a)n^ /en O, 



«V 



( 



» + ff + T 



{)"' 



7jh 

~dnC 



Zu diesen Beziehungen kommen die bereits angegQbenen. Wir haben also 
die beiden Systeme: 



(I) 



snC = sinD 



cnC = cosJ9 



\ånC=yj 



( 



« + ^+ r 



{)~« 



«'••' 

^n 



Jk» = 






(II) 



ZsnCj = sin 2) 






dnC, = cosD 



'■ = '■C-^^)'+ »" •» 



3 



In Fallen, wo k öder / der Einheit sehr nahe kommt, sind diejenigen 
Formelsysteme den vorhergehenden vorzuziehen, welche man durch tTber- 
gang auf die complementären Moduln . k' und V erhält. Es findct sich 
mit Httlfe bekannter Transformationsformeln : 
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(III) 



(IV) 



FQr: 



\ 



öder: 



sii(<C, Ä') i^ »tangD 
cii(iC',Ä')=— ^ 

(• + tf + r-J)»i 

i dn {iC, k') = 57 ^i ~ ^— 

k ^ ^ ' sn CO8 Z> 



^ = C08 !>' - ,7'\^ ^, ) 



8n(tC„ i') = 
idn(t6\,r) = 



/'» = 



»^ —.7 V 




«'n' 


. «'n' sin D 




• 


«'n' 






7(« + <')Wo 




8 n' 0O8 D 

7){8 + ^)n. 






cos D' — iy 


i/(^ 


»v ) 



k = l= 1 



w = V = 



fallen alle die angeföhrten Systerae zusammen, weil das Glied y-^ ver- 

schwindet; im CTbrigen lassen sich die Systeme (I) und (II) öder (III) und 
(IV) nicht auf einander zurtlckföhren. 

Die Discontinuität, welche sich in den vorstehenden Beziehungen ina- 
nifestirt, findet man nicht in den verschiedenen Formen wieder, durch 

• 

welche die Function V durch die Zeit ausgedrQckt werden känn. In den 
Gleichungen (4), (4') und (6) hahen wir bereits zwei dieser Formen ge- 
geben, diejenigen nehmlich, welche den Moduln k und I entsprecfaen; die 
beiden noch Ubrigen entsprechen den Moduln ib' und V\ sie finden 
mittelst bekänn ter Transformationiformeln wie folgt: 
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gin F = — 'i tangam [i(p^t + C), k'] 



(9) 



cosF 



cn[i{rnt + C), k] 



(lO) 



dV_ ån[i(rnt + C), k'] 
dt ~ ^cn[i{rnt + C), V] 

gin V = — il tangam [i{ant -f C,), /'] 

„ da[i{ant + G,),/'} 
^^^ ~ ca[i{ant + C,), l'\ 

'di '^ cn[i{ant + C,\ I']' 



und diese beiden Systeme können aus cinander abgeleitet werden, indem 
man sich der Transformationsformeln bedient, welche för den CTbergang 



.k' 



vom Modul k' auf den Modul i-= Z' göltig sind. 



dV . 



Die Entwicklung der Functionen sinF, cobF und -^ in trigono- 

metrischen Reihen mit reellem Argumente wttrde bei sehr kleinen Werthen 
von k' öder /' offenbar so wenig convergent sein, dass ihre Anwendung 
nicht als zweckmassig erachtet werden känn. Ftlr solche Falle, die aller- 
dings zu den Ausnahmen gehören, mtkssen wir uns demnach nach anderen 
Entwicklungen umsehen, und dabei namentlich darauf Röcksicht nehmen^ 
dass etwa sp&ter auftretende Quadraturen analytisch ausgefQhrt werden 
kOnnen. — Die nach den Potenzen von Exponentialfunctionen fortschrei- 
tenden Reihen, an die man hierbei zunächst denken könnte, erweisen sich 
bei naherer Uberlegung auch nicht, wenigstens nicht direct, als anwend* 
bar, weil sie nicht beständig convergiren. In der Dårstellung der éllip- 
tischen Functionen durch Folgen von PartialbrQchen haben wir aber einen 
Ausgangspunkt, aus dem wir Entwicklungen herleiten können, welche 
unsem Forderungen gentlgen. 

Wir bezeichnen, um eine ktlrzere Schreibweisé zu gewinnen, 



dann wird: 



r^ + c = u; 



ant + C^ rar kn 
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Ferner wendeh wir, neben der tlblichen Bezeichnung: 



q = e 



jr 
-'k 



auch die folgende an: 



q^ = e 



K 



In der Theorie der elliptischen Functionen werden bekanntlich nach- 
Btehende Entwicklungen*gegeben: 



(lO 



t 



. 8n(tU, K) TT 



cn{iu,k) kK 



KU 



nu 



I 
2 



6 



I + e 



r^+£ 



(-. I)«g'2«e^ 



r« 



I + 3'»»e*' 



ITK 



I 



(_l)i.j'»«« Ä- 



TM 



I + j'»«e r 



»• 



en(iw, k') kK 



nu 



e 



I + 6 






:rM 



ITK 



(- «')- ö 



I + 2'2«e 



an^JT 



^+r 



(— g')"e «'■ 



irw 



I + 2'»"e ^ 



dn(tu, k) TT 



e 



KU 



reu 



I + 6 



i^+r 



5'"««^ 



I + 2'«»e 



Sa^X* 



«+r 



2'»e 



It 



I + 2'»»e 



ir« 

T" 



bei denen die Summationen von n = i bis n = co auszudehnen sind. 

Diese Formeln, welche unmittelbar die Entwicklungen des Systems 
(9) geben, sind in der Hinsicht bemerkenswerth, dass die darin vorkom- 
mendeu Nenner unverftndert bleiben, wenn man q' gegen — q' vertauscht 

— Weil nun das Formelsystem (lo) aus dem Systeme (9) ohne weiteres 

iV 
erhalten wird, wenn man k! durch -r-, öder, was dasselbe ist, q' durch 

— }' ersetzt, und weil die soeben angeffthrten Entwicklungen ebenfalls 
iXkv negative Werthe von q' gtlltig und fOr die geeignete Darstellung der 
betrefiEenden Functionen anwendbar bleiben, so lassen sich diese Func- 
tionen — es sei, dass sie durch die Gleichungen des Systems (9) öder 
durch die des Systems (10) gegeben sind — durch Entwicklungen an- 
geben, die noch gtlltig bleiben, wenn man sich q' als veränderlich denkt 
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und dabei fOr dieselbe Werthe annimmt^ die abwechselnd positiv und 
negativ sein kOnnen. 

Um das Verhalten der in Frage stehenden Formeln beim CTbergange 
vöUig in'8 Licht getzen zu können, bedienen wir uns der Bezeichnungen 
L und L' zur Angabe der voUstandigen elliptischen Integrale erster 

Gattung, welche den Moduln I und V entsprechen. Bekanntlich geht nun 

ih' 
K in W Qber, wenn q' negativ wird, öder wenn W in -t- Qbergeht. 

Auf Grund der bekannten Entwicklungen: 

„ ' ^ I + g'» ^¥T7* ^ • 

I 

2hK 4g' / 4g" 
n ~ ^ , + 3'» -»- , + 3 

schliessen wir nun auf die Relation: 

und hiermit eröfifnet -sich die MOglichkeit^ das Argument — =; in zwei* 
facher Weise auszudrQcken. Wir haben nehmlich: 

7tu yni + G 



Wird nun q' negativ, so geht dieser Werth in den folgenden tiber: 

jat pU + C 

^ ~ , 4g' , 4g" ~ 

lirnt + G) 



4g' 4g" 
I 4- — — — 4- —23 + 



_^g_ _j4g::_ 2iv'V -T >^ 

' + I + 3" ^ I + 3'* + • • • 

Der Algorithmus, durch welchen die Entwicklungen (i i) dargestellt 
wurden, bietet nicht die nOthige Bequemlichkeit dar, ' weil ein jedes Glied 
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der unendlichen Reiben fUr einen gewissen Wertb der Verftnderlicheii u 
grösser wird als die Glieder vorher und nachher. Die hetreffenden Reiben 
sind zwar convergent aber der Punkt, wo die ConvergenÄ anfängt, ver- 
8cbiebt sich und ist als eine Function von t^ anzuseben. Um gleichfOjrnng 
convergente Entwicklungen zu erhalten, mtlssen wir die Ver&nderliehe 
innerhalb gewisser Grenzen einschliessen, wozu folgende Schritte .i)Otbig 
sind, welche, wie wir spater sehen werden, die Anwendbarkeit der Ent- 
wicklungen auch tlber die gezogenen Grenzen binaus nicbt verhindern. 

£s sei nun m eine positive öder negative ganze Zabl, die wir so 
bestimmt denken, dass die Grösse <o in der Gleicbung 

u = 2mK + ft> 

immer zwischen o und + 2JC eingescblossen bleibt. Auf Grund der 
Periodicität der elliptiscben Functionen ergeben sich biermit aus den 
Entwicklungen (11) die nachstebenden, deren Ricbtigkeit man tkbrigens 
leicbt direct verificiren känn, 



(12) 



t 



. 8D(ttt, k') 

cn (iu^ k*) 



= (-1)» 



n 



cn(t'M, k') 



ån{iu^ k') 
CD (tu, k') 



n 



kK 



TTW 



I 

2 



e 



i+e 



e ^ 

• • ' i t»- 

I +6 * 



m» 



H ^ 



I + 3 'e 



'^a K 



r 



+ 






^ = (-0- 



It 



kK 






I+e 



-^W-^) 



I +e * 



TCfO 



q'e ^ 



r 



+ 



q'e ''^ 



1+2 e 



(2Ä-») 






i+q*e * 



+ ... 



KW 

2K 



I+e 






+ 



e 



-ir"«— > 



ir» 



I +e ^ 



+ 



qe 



iK 



'i 



i^q'e 






+ ' n " + • • • 

--(aX-oi) 

I +3'e ^ 
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Die Entwicklung eines Gliedes der Form: 



/V —X 

q e 



i + q e 



känn unmittelbar nach den steigenden Potenzen von q'^e''^' ausgefohrt 
werden, wenn die ganze Zahl v grösser als o ist, und convergirt dieselbe 
immer sehr schnell, da der Factor 5'* eine ausserst kleine Grösse be- 
zeichnet; wenn abér der Fall eintritt, wo v = o, ist die Convergenz der- 
artiger Potenzenreihen nicht mehr gesichert, wesshalb wir uns nach anderen 
Formen för die betrefifenden Entwicklungen umsehen mQssen. Zu diesem 
Zwecke bedienen wir uns der identisc)ien*^ieichung: 



—X 

e 



2 ^ 

Das Giied: 

känn offenbar nie grösser als ^ werden so länge x positiv bleibt; wir kön- 

nen daher nach den steigenden Potenzen desselben entwickeln und dabei 
eine, wenn auch nicht sehr rapide, so doch genögende Convergenz er- 
warten. Um die betrejBFenden Entwicklungen tlbersichtlicher zu erhalten, 
bedienen wir uns dabei der nachstehenden Bezeichnungen : 






Iji^ 



ix)= i,,— (i_ie--)(i-e--) 



und allgemein, indem r eine ganze Zahl bedeutet, 



(i 3) U^'\(P) = tli)le-(»-+»)' (i—l e-")(i — O' 

J«/« wutthewutHea, 9. Imprimé l« 8 Mars 1887. 29 
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Mit Hillfe dieses Algorithmus erhalten wir die EntwickluDg: 



—X 

e 



,('4) Vf?^^ ^"^""^ "^ U''\x) + ..., 

womit. die betrejBFenden Glieder der Gleichungen (12) durch convergentc, 
nach [7-Functionen fortschreitende Reihen dargestellt werden können. 
Wir sind jetzt in der Lage, das Integral: 

11 
(15) J =fe*^dnudu^ 

o 

wo A eine beliebige positive öder negative, rationale öder irrationale Zahl 
bedeutet, auch in den Fallen analytisch berechnen zu können, wo die 
Grösse q so nahe der Einheit kommt, dass die gewöhnliche trigonome- 
trische Reihe för dnw nicht mehr als genQgend convergent erachtet werden 
känn. — Zunächst zerlegen wir das Integrationsintervall in Theile, vpn 
denen die m ersten den Werth 2 K haben, der letzte aber den Werth w. 
Es wird also: 



-fé^^^åiiudu + . . . -f /e'^"dnMrff« +fi 

2K (Sm-3)J? ^mK 






Die Grenzen dieser Integrale können sehr leicht auf o und 2Ä'oder 
auf o und 01 reducirt werden. Es ist nehmlich: 



4Jr iK 



Jé^^^årxudu = e^^^^fe^^^^ånudu 
9jr o 



fe^*" dn udu = e^^^^-^^^^^^fe^^^^dnudu 

(3m— 2)Jr O 

2mK+w » 

fe*^*" dn tidu = g^maÄy^au j^ ^^ 

Man erhftlt hiermit, indein man sogleich die Glieder summirt, welche 
den Coefficienten des bestimmten Integrals mit den Grenzen o und K 
bilden, 



tTber die ConvergeDi der Reihen zur DarstelluDg der Coordinaten der Planeten. 227 



(i6) ^= _ aiAJT fe^^^^ånudu + e'""^' /e''" dn wrfw 



Denken wir uns jetzt: A > i, also ? < i, und bezeichnen wir: 



ku r=z ju -= Wj 



80 wird die Function J durch die nachstehende Formel gegeben: 



«r 



(17) J=lfe''^''cnwdw 

o 

Wir setzen nun: 

w == 2mL + r 

und denken uns die ganze Zahl m so gewahlt, dass r zwischen o und 
2L schwankt. 

Zufolge der Gleichungen: 

fe^^^^^cnwdw = — é^^^^^fe'^^'' en wdw 

9L O 

BL 2L 

fe^^^^^cixwdw = + ö*"*^/e"^^ en M;rfu; 

4L O 



SniL SL 

fe^^^^^cnwdw = (— i)*-^e^''"-»>"^/e"^'"cnM;rfw; 



(Sm— 9)L 
SmL+r 



fé^^^^Gnwdw = (— i)"^ e^'^*'^^fe"^'' en wdw 



9mL 



ergiebt sich hierauf : 



Siii»AL+'mff' SL 
I — e 



(18) ^"(0 = SrtT— lje*'^'cnwdw -f- (?"""-*"" I fe*"*cnwdv> 



l + e 
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Die Formeln (i6) und (18) geben den Anschein, als ob zwischen 
ihnen ein Sprung stattfende; dies ist aber nicht der Fall. Wenn nehmlich: 



so ist: 



Ä; = / = I, 



K= L = 00 



und nun inuss oflFenbar der Werth NuU ftlr die ganze Zahl m angenom- 
men werden. Man bemerkt leicht, dass die beiden Fprmeln (16) und 
(18) unter dieser Voraussetzung dasselbe Resultat ergeben, nehmlich: 



('9) 



a» 

I 26 du 

f u . — tt 
c/ « + Ö 



Die Entwicklung der Function unter dem Integralzeichen giebt uns: 

J= 2fe'^''{U^'>'{u) + U^'\u) + . . .)du 

O 

Die Convergenz dieser Entwicklung wollen wir hier noch untersuchen, 
weil diese nahezu dieselbe ist wie man sie bei den analogen Entwick- 
lungen der Integrale in den Gleichungen (16) und (18) erwarten känn. 
Die Annahme in Bezug auf die Grösse des Coefficienten A, welche ftir 
uns das grösste Interesse hat, ist die, dass dieselbe sehr klein ist. Wir 
werden aus diesem Grunde, und um die Schreibweise zu yereinfachen A 
neben den ganzen Zahlen vernachlässigen. Das Integral setzt sich nun 
aus zwei Theilen zusammen, von denen der eine nach den Potenzen der 
Exponentialgrösse 0""" entwickelt erscheint, und daher mit wachsendem cd 
rasch abnimmt und sehr schnell convergirt. Der andere Theil, welcher 
durch die Substitution der Grenze o entsteht, reducirt sich auf eine Con- 
stante. För den Coefficienten des n^"" Gliedes, den wir mit K^ bezeichnen 
wollen, ergiebt sich bei Vernachlässigung von A neben n der Ausdruck: 



^n =-n 



n 



2» + I I 2n + 3 



+ 



' n(n — I ) I 



1.2 2h + 5 



n 



2»i + 3 I 2n + 5 



+ 



n{n — i) I 

1.2 2»l + 7 



. • • 
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Die beiden Reihen lassen sich in bekannter Weise durch bestimnite Inte- 
grale suinmiren, wodurch gefunden wird: 

1 1 

K, = -^ Cx'''{\ — xydx — -„ fx'''^\\ — xy 



Nun hat man aber allijemein: 



2«+l/- J\«+l 



(x'"^\i — xydx = —- — ^i^p^- + ^- (x-"{\ — xy<ix, 

J ^ ' 4« + 3 4H + 37 ^ ' 

eine Formel von dereii Richtigkeit man sich durch Differentiation sehr 
leicht flberzeugen känn. För die Grenzwerthe verschwindet das vom 
Integral zeichen befreite Glied und cs findet sich: 



1 



b o 



Hiermit ergiebt sich för K^ der Wertht 



1 
8n H- 6 2 J 



1 
6n H- 5 I 



8n + 6 ^ 



^/^" *^^ — x)Va; 



Es ist aber: 






2n + 



2.4.6...2n 

= 2 



(2n+ i)(2n + 3)...(2n+2n+ i) 



Man bemerkt auf Grund dieser Formeln, dass die i^^-Coefficienten bei 
grossen n-Werthen nahezu in derselben Weise convergiren wie eine nach 

den Potenzen von ^ fortschreitende Reihe. 
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Wir wenden uns nun zu der Entwicklung des Integrales: 

JK 

(20) H{k) = rc''-dnwrfw 

FUr dnu setzen wir hier die Reihe ein, welche in den Gleichungen (12) 
gegeben ist. Nachdem wir die Glieder dieser Reihe nach U-Functionen 
entwickelt habcn, erhalten wir das in Frage stehende Integral in Reihen 
zerlegty deren Glieder die nachstehende allgemeine Form haben: 

7K 

(21) H,{k)=^ f^''{e"^ + e-^''''-")du 

O 

£s bedeutet dabei v eine ganze positive ungrade Zahl. 
In gleicher Weise zerlegen wir das Integral: 

m 

(22) H{q), k) = fe*^'ånudu 



in Theile der Form: 



(.3) H,i<o, k) = ^Je-" (r^ + e-^'''-') 



du 



Die Integrale (21) und (23) finden sich nun unmittelbar ; es ist 
nehmlich: 






(A) / e*''[e »' + e " ^rfw = — 7;^^ + — ;;;; » 

2K ''^ 2K ^ ^^ 

und hieraus ergiebt sich, nachdem wir die Grenzen o und 2K far u 
substituirt haben, 

(24) fl;(A) = 4 - 



Ä" 



(5)'- ^' 






©'* ^' 
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Durch Einsetsen der Grenzen o und w findet sich in derselben Weise, 
ond wenn wir uns dabei der Bezeichnung: 



h = e •'' 
bedienen. 



(25) ff.{<o, k) 



K 



(Ä)'+ ^' 



{0* ' 



Mit ROcksicht auf die in (24) und (25) gegebenen Werthe erh&lt 
man aus der Gleichung (16) den entsprechenden Theil von J", den ich 
mit J^{k) bezeichnen werde. Ftlr die Summe 2inK + (o setzen wir den 
Werth u ein, und beachten, dass 

I + e"^ 

j— = i cotang XK 

Das Resultat wird nun: 

(26) J,{k) = J T^-^i — -[icotAngXK{i — e'"'**) + e»""'} 



"T ^"F? 



K /yjr\^ 






Zu dieser Formel ftlgen wir die Bemerkung, dass die Glieder, welche 
den Factor cotang A£ enthalten, und also bei sehr kleinen Werthen von 

A sehr gross werden kOnnen^ von den ExponentialgrOssen h und jr un* 
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abhängig Bind. Die Glieder, welche diese Grössen enthalten, werden 
durch den Integrationsprocess nicht vergrössert, sondern im Gegentheil 

vermindert, weil sie den Factor - erhalt^n. 

Es ertlbrigt, die Formeln, welche den Gleichungen (20) — (26) ent- 
sprechen, fQr den Modul I aber gUltig sind, abzulciten. Wir föhren 
zunachst die Bezeichnung 



3L 



(27) H{1) = ifé^^^^mwdw 

o 

ein, und zerlegen, der zweiten der Gleichungen (12) gemÄss, dieses Integral 
in Theile der Form: 

3L 



(28) nXl) = {—iY^ \ e'''\e'^^' — i'^'' I 



dw 



wdw 



Ebenso zerlegen wir das Integral: 

T 

(29) H{T,r) = lfe'''''cu 

o 

und bezeichnen die Theile durch: 

T 

/» /mc """ / \\ 

(30) II,{t, /)==(— ^Tjp e""'[i"'^—e~^ "" )(iw 

I' ■ • 

O 

Es ist hierbei die Bemerkung am Platze, dass n^{z^T) aus Äi,(ö>, k) 
unmittelbar hervorgeht, wenn man K in /Z', K in 1{K + iL'), u in Iw 
und w in h verwandelt, und dem Resultate tlberdies den Factor^ — i)*" 
hinzuftlgt. 

Mit Htllfe der Formel (A) ergiebt sich aus (28) der Werth: 



(31) fi,(0 = (-!)- ^ - 



;(l+3")(l -«'"") 



{0^ ^*^' 



+ (_l)"..i£.?i^' -5'^' +«"'"> 



m + ^•^' 
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und aus der Formel (30) findet man die folgende: 



(32) 



if,(r,0=(-ir|r 



TU 



"(^)'+i"]«'"^-(i+3") 






(5)'^^'^' 



indem wir die Bezeichnung 



m 



— v 



feststellen. 

Auf Grund der Gleichung (18) erhalten wir nun för den Theil 
«/^(/) der Function J{1) den Auadruck: 



vn 



(33) JÅ^)=i^^ 



7(1 + 2") 



©-"■ 



{ / tan^ JXL [(— I )"• — é"""'] + e"»'"^' } 



I •/ \« T lX(l — g'") 



(S)'+"' 



.m)'-'-'\-'i^)'-'\ 



JUXv 



1/ 



{0* '•'' 



Diese Formel verhält sich hinsichtlich des Grosswerdens gewisser 
Glieder grade umgekehrt als die Formel (26). Während nehmlich in 
letzterer einige Glieder bei sehr kleinen Werthen von A erheblich anwachsen 
kOnnen, ist dies in der Formel (33) nicht der Fall, sondern werden bei 
ihr grade dieselben Glieder wesentlich verkleinert erscheinen. Vergrössert 
werden aber in der Formel (33) solche Glieder, bei denen das Product 

IXL nahezu den Werth einer ungraden Vielfachen von - hat.. 

In Bezug auf die Formeln (26) und (33) ist endlich noch zu be- 
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merken, dass sie fftr m = o mit einander identisch werden; sie gebeii 
daher auch identische Werthe för k = I = i. 

Die Ungleichheit, welche einem Gliede entsprichff bei dem der Coef- 
ficient k^ [Abschn. 1, Gleichung (15)] grösser als die Einheit ist, hat man 
Libration genaniit. Solche Ungleichheiten wurden bisher als Ausnahmen 
angesehen und bei den Untersuchungen tlber das Problem der drei Körper 
öder Ober die Störungstheorie fast immer unberöcksichtigt gelassen. In 
der That war es auch nur in sehr seltenen Fallen möglich, das Vor- 
handensein derartiger Be wegungsgleich ungen zu constatiren, wesshalb eine 
allgemeine und tiefer dringende Untersuchung derselben fttr astrono- 
mische Zwecke nicht als nöthig erachtet wurde; eine directe Veranlassung, 
die hierauf bezöglichen Untersuchungen weiter auszudehnen, als zur Be- 
handlung des gegebenen Falles nöthig war, gab es von diesem Gesichts- 
punkte aus eben nicht. 

Ganz änders gestaltet sich aber die Nothwendigkeit derartiger Unter- 
suchungen, wenn man sie von einem theoretischen Standpunkte aus be- 
trachtet. Dann zeigt sich nehmlich das seltene Vorkominen von Librations- 
ungleichheiten wohl als eine Thatsache, die unserm Sonnensysteme eigen- 
thttmlich ist, keineswegs aber als eine Erscheinung, die an sich ftberwiegend 
wahrscheinlich wäre. Bei einer absoluten Lösung des Problems der drei 
Körper, auch wenn man die öblichen, mit den V^erhältnissen im Sonnen- 
systeme llbereinstimmenden Einschränkungen hinsichtlich der Werthe der 
Mässen, der Excentricitäten, der Neigungen und der mittleren Entfernun- 
gen von der Sonne gelten lässt, muss daher die Möglichkeit des Vor- 
kommens einer Librationsungleichheit offen gehalten werden. — WoUte 
man als Grundlage der Untersuchung sich die Annahme gestatten, dass 
keine Librationsungleichheit vorkomme, so wäre diese mit der Voraus- 
setziing gleichbedeutend, dass keine der Grössen ä;^, auch nicht nach Be- 
röcksichtigung der aus Gliedern höherer Ordnung veranlassten Correc- 
tionén, grösser als i sein könne. Eine solche Voraussetzung wäre auch, 
wie wir aus unseren Untersuchungen bereits gesehen haben, mit derjeni- 
gen identisch, dass die bekannten Entwicklungen — in dem Abschnitte 
I durch die Gleichungen (3) und (5) angegeben — gleichförmig con- 
vergent wären. Man hatte also grade dasjenige von vorn herein ange- 
nommen, was erst als Resultat aus der Untersuchung hervorgehen känn. 
Indem wir aber, bei unsern Untersuchungen, eine Annahme in diesem 
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Sinne gar nicht in Frage gestellt haben, sind wir bei dem Resiiltate an- 
gelangt, dass, weim die Reihen (3) und (5) des vorhergehenden Abschnit- 
tes — immer von den mit F und F^ bezeichneten Gliedern abgesehen 
— nicht convergiren, so muss wenigstens eine der Grössen k^ die Einheit 
Hbersteigen, womit diese Entwicklungen ihre Bedeutung Oberhaupt ver- 
lieren. In diesem Falle existirt eine Librationsungleichheit, und wir 
werden im nächsten Abschnitte sehen, dass wenn der Coefficient dieses 
Gliedes, welcher eine Integrationsconstante ist, einen hinreichend kleinen 
Werth hat, die Reihe der characteristischen Glieder welche dem Libra- 
tionsgliede folgen, auch nach der doppelten Integration' eine gleichförmig 
convergente Reihe sein wird. 



III. 

Unsern jetzt vorzunehmenden Untersuchungen legen wir die Gleichung 
(2) des ersten Abschnittes zu Grunde, nachdem wir in derselben 

(:^ c + nt + Z; ^' = c' + n't 

gesetzt haben. 

Indem wir von dem ersten Gliede voraussetzen, dass es kritisch 

werde, bezeichnen wir: 



(O 



2 F = (sn — s'n' + (Tn)t + sZ + se — s'c' + B 
2(X) = — sAi sin [(^iW — s\n' + (T^n)t + ^jZ + 5,c — s\c' + 5,] 
— sA.^ sin [(s^n — s'^n' + (T,^n)t + s^Z + s^c — sjc' + ffj 



wonach die betreffende Gleichung nachstehende Gestalt annimmt: 
(2) ^ + n^sA sin Fcos V = n\X) 

Hierbei ist zu bemerken, dass die Coefficienten der Glieder in X sehr 
kleine Grössen in , Verhältniss zu A sind, dass aber die ganzen Zahlen 
^1, s\ und noch mehr 5,, s!^ sehr erhebliche Werthe haben. 
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Wir setzen hierauf: 

uiid entwickeln die Functiou: 

sin Fcos F = - sin 2 ( F^ + F,) 

nach den Potenzen von 2V^. Diese Entwicklung, welche bekanntlich 
immer convergirt, ist die nachstehende : 

/ aV* 16F* 

sin F cos F = sin F. cos F. i -4 — 

® ®\ 1.2 ' 1.2.3.4 

Es seien nun: Ä,, h^, . . . die constanten Glieder in FJ, FJ, . . . ; 
ferner sei: 

(3) ^^ = sa(i-^+-^ ., 

>•'*■' \ 1.2 ' 1.2.3.4 

und: 

,s v fv\ .aI 4(n — a.) , i6(F} — äJ \ • t/ t^ 

(4) X=(X)-..l^ __JL + _____L_...j,,„7^eo8F. 



O 



^ \ 1.2.3 ^ 1.2.3.4.5 /^ ^ >" 

die Gleichung (2) können wir nun in zwei andere zerlegen, nehmlich in: 

(5) -^ + ^'a' si" ^0 ^ös F, = o 

und: 

(6) 



di 



Die Gleichung (5) giebt uns sofort: 



j__nV(2sinFJ— i)F, = n"^ 



Fq = ain f (mod = k). 
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wenn wir setzen; 

urid mit /* und C die beiden Integratlonsconstanten bezeichnen. Nachdern 
wir diesen Werth von V^ in die Gleichung (6) eingeföhrt, und nt durch 

-d$ ersetzt haben, nimmt diese Gleichung die folgende Gestalt an: 

(7) ' ^-^'(28nr-i)F, =1X 

Das Integral dieser sogenannten LAMB'schen Gleichung ist bekannt; 
wir schreiben es am kOrzesten, wie folgt, wobei wir die beiden Intcgra- 
tionsconstanten mit c, und c, bezeichnen, und E die Bedeutung des voll- 
ständigen elliptischen Integrals zweiter Gattung hat, 

(8) r.=c,dnc^ + c,dn4^^-l + |^J 



+ 
Vermöge der Relation: 



F^/'S7^^"^'^ 



k' 






lässt sich die vorstehende Formel indesseii auf eine andere Form bringen, 
wodurch sie unserm . Zwecke besser entÄpricht. Wir finden nach eincr 
leichten Rechnung: 



(9) V, = c, dnc^ + c, dn /^^ill + ^ ^ 



L rfc 



E 



di; ^ j rif 



+ p|i^dne/rfc/Xdnc^7f 



Bei diesen Formeln wollen wir zunadist etwas stchen bleiben und 
an dieselbe einige Bemerkungen knttpfen, welche indessen die mit den 
Integra tionsconstantcn multiplicirten Gliedcrn nicht bertihren. Wir lassen 
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daher diese Glieder bei Seite, indem wir die Integrationsconstanten, die 
in der That (iberz&hlig sind, entweder als gleich j^ull gesetzt denken, 
öder auch als in solcher Weise bestimmt, dass Glieder, welche die Ver- 
änderliche f als Factor erhalten, verschwinden. 

Wir ziehen jetzt die Falle nicht in Betracht, wo der Modul k den 
Grenzwerth i erreicht, wiewohl wir anderseits solche nicht ausschliessen, 
wo diese Grösse sich der erwfthnten Grenze ziemlich nähert. Die, dem 
Modul k entsprechende Grösse q nehmen wir aber auf alle Fälle so klein 
an, dass ein Glied, welches mit derselben multiplicirt wird, wesentlich 
verkleinert erscheint. Wir bemerken tlbrigens, dass wenn ein mit dem 
Factor q multiplicirtes Glied einigennassen erheblich wird, so bewirkt 
es, wie man aus der Gleichung (3) ersehen känn, eine Verkleinerung in 
a', mithin auch in k und in q. Die zweite Ann&herung mQsste das be- 
treffende Glied also verkleinert ergeben, und man wttrde, wenn nur solche 
Glieder vorhanden wären, das Resultat durch successive Annäherungen 
verhältnissmässig leicht finden können. 

Um nun die Darstellung der Formeln etwas zu vereinfachen, schreiben 

wir: 

sn — s'n' + an =^ 2nA; se — s'c' + 5 = 2A 



und betrachten bloss Fälle, wo: 

A ^> Ål ^ A2 ^ • • • 

Aus dem Vorhergehenden wissen wir bereits^ dass bei der Bestimmung 
der entsprechenden Glieder in Fj nur dann Schwierigkeiten eintreten 
können, wenn A^ eine im Verhältniss zu X sehr kleine Grösse bezeichnet. 
Wftrc hingegen Å^ eitie Grösse von nahezu demselben numerischen Be- 
trage wie A, öder grösser, dann könnte das entsprechende Glied in V^ 
sehr leicht berechnet werden, weil A^ jedenfalls sehr klein im Verhältniss 
zu Ä ist, so oft k tlberhaupt der Einheit 'nahé kommen känn; in diesen 
Fallen wtirde das betreffende Glied ofifenbar als eine sehr kleine Grösse 
anzusehen sein. Wäre A^ sehr nahe gleich A, so könnte allerdings ein 
Glied in V^ einen sehr grossen Factor erhalten; dieses Glied ist aber 
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anderseits mit q multiplicirt und wtirde aus diesem Grunde eine erit- 
sprechende Verkleinerung erleiden. . Derärtige Glieder, bei deren Bestim- 
mung keine wesentKchen Schwierigkeiten zu erwarten stehen und Oberdies 
mit später zu bertlcksichtigenden Gliedern vereinigt werden können, 
lassen ^yi^ jetzt gaiiz bei Seite. 

Wenn wir aber auch die Glieder in der Formel (9), die mit q mul- 
, tiplicirt erscheinen, im AUgemeinen vernachlässigen, so dtirfen wir dies 
jedoch nicht ohne jede Einschränkung thun, da dies gleichbedeutend 
damit wäre, dass wir in der Gleichung (7) ohne weiteres das Glied: 

— A^'(2sne'— i)F; " • . * 

bei Seite liessen. Dieses Glied ist aber bei der Bestimmung der FuYiction 
Fj ganz wesentlich, denn die Entwicklung des Coefficienten von V^ ent- 
hält eine Constante von der Ordnung Ä*, welcher Umstand einen sehr 
erheblichen Einfluss auf die Integrationsdivisoren ausQben känn. Wenn 
wir daher auch bei einer solchen VerriachlÄssigung annehmen dOrften, 
dass das Resultat der ersten Annäherung als eine wirkliche Annäherung 
anzusehen wäre — die Grttnde zu dieser Annahme finden sich leicht 
durch ein genaueres Betrachten der Gleichung (8) — so mOssten wir 
doch beftlrchten, in solcher Weise nur sehr langsam convergirende An- 
näherungen zu erhalten. 

Um nun leicht tlbersehen zu können, welche Glieder bei der ersten 
Annäherung bei Seite gelassen werden dörfen, ersetzen wir in der Glei- 
chung (8) die Function Fj durch eine andere Z^ und stellen zwischen 
beiden die Beziehung: 

• 

(10) 2\\ =ÄÄ,(ln^ . 

fest. Aus der Gleichung (8) ergiebt sich hierauf, durch doppelte DifFe- 

rentiation und nachdem die elliptische Function -r-^ durch das zweite 
Differential von logf?3(f) ersetzt worden ist, die nachstehende: 



8 d% __ i 
2 dV "~ fk'^ 



|X + !i!l2l|^/Xdnfrff + ^ll^Xdn^ 



s d*Z, i E ^ . I "^ 



fXdn^d^ 
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öder 

Wenii wir nun von den Gliedern in X absehen, die von den Argu- 
menten 2X^ntj 2X^nty ... abhangen, so haben wir die nachstehenden Ar- 
gumente zu berOcksichtigen : 

2X^ntj 2(A + Ai)n<, 2(A — A,)n<, u. s. w. 

Man tlbersieht leicht, dass bloss das von k^nt abhängige Glied in Zj we- 
sentlich vergrössert werden känn, weil A^ im Allgemeinen eine kleine 
Grösse im Verhältniss zu A + i^, A — Aj, u. s. w. ist; die Hbrigen GHeder 
erhalten bei dem Integrationsprocesse wesentlich grössere Divisoren. Wir 
betrachten also bloss das^ von dem erwähnten Argumente abhängige Glied 
und bemerken dabei, dass der Beitrag zu dem Coefficienten dieses Gliedes, 

welcher aus dem zweiten Gliede rechter Hand in der Gleichung (ii) her- 

I E 
vorgeht, erheblich geringer ist, als der aus 171 -^X kommende Theil. In 

der ersten Annäherung setzen wir daher: 

^^^) 2 dt* - k'* K 

In BerUcksichtigung von (10) erhalten wir aus der ersten der Glei- 
chungen (1): 

(13) Z = '-(F.-A«f-A)+Z,dn^ 

Nun sind die Integrationsconstanten j- und C jedenfalls so zu bestimmen, 
dass die Function V^ — A — A nur periodische Glieder des Arguments 

^f enthält; d. h. gem^ss den Gleichungen: 



in dem Argumente: 
2X^nt + s^Z + 2 A, = 2X^nt + SjZ,dn^+ 2 A, + 2^[F, —Ånt— A] 
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kommt also die Zeit als Factor des Coefficienten bloss bei dem Gliede 
2X^nt vor. Wir bezeichnen hier: 

(14) j^Z,(dn$-^) + 2'j{V,-Xnt-A) = H 

und erhalten: 

(15) 2X,nt + s,Z+ 2A, = 2Å,nt + s,-^Z, + 2A, + fi" 

Hier angclangt, werden wir von einem Satze Gebrauch inachen, 
welcher bei Entwicklung der Function: 

jp __ g»«xislnI,,+x,»loZ,+...) 

sich ergiebt, wo die x constante Coefficienten bezeichnen, die eine gleich- 
förmig convergente Reihe bilden, und die L beliebige reelle Argumente sind. 
Wie man leicht bemerkt, nimint das Resultat der Entwicklung die 
nachstehende Form an: 

P = Po + 2P," COS 2Z, + 2P,'> COS 2X, + . . . 

. + 2P\-\ COS (A + L,) + 2Pi:L, COS (i, — L,)-. 
+ 2P;;» co8(X, + L,) + 2P}:i, cos(L. — i,) 

+ + 

+ 2Pi'' COS 4L, + 2P/' COS 4Z-J + . . . 

+ 

+ 2i\ Qf-i^ sin L, + Q^^ sin I», + ... 

+ <?; J sin (X, + 2L,) + <?!:!, sin (X, - 2X,) 

+ 1 

Indem man tlberall — L^j — X,, ... anstått + -Lj, + i>j, . . . 
einföhrt, erhalt man unmittelbar die nachstehende Entwicklung: 

p = Po + 2Pi" CQS 2L1 + ZPJ** COS 2i, + . . . 

+ 2PI;» C08(L, + L,) + 2Pi;l., C08(A - A) 

+ 

— 2i ! Qfi'> sin i, + ^1*^ sin ij + . . . 

+ (2};?sin(A + 2i,) + $};L, sin (Li — 2 A) 

+ I 

Äeta mathematica, 9. Imprimé le 28 Février U^7. 3X 
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Wenn wir hierauf diese Entwicklungen von P und von p mit einander 

multipliciren, erhalten wir eine Anzahl Bedingungsgleichungen, von denen 
wir indessen nur die erste anzuftlbren brauchen. Diese ist: 

I = (pj» + 2(p*«'r + . . . 

d. h.: die doppelte Summe der Q.uadrate aller Coefficienten weniger des 
Quadrates des ersten Coefficienten ist gleich der Einheit. Hieraus folgt, 

dass kein Coefficient grösser als -p sein känn, mit Ausnahme des ersten, 

welcher den Werth i erhält, wenn alle anderen verschwinden. 
Berftcksichtigen wir nun in X bloss das Glied: 

— -^jSin(2Ajn< + ÄjZ + aAj, 

indem wir dasselbe in der Gleichung (12) hervorheben, so erlangen wir 
leicht ein Resultat der Form: 

^ = — ^ |P, 6in(2A^n/ + s, ^Z, + 2 A,) + /7„ 

wo P^ einen Coefficienten bezeichnet, der jedenfalls kleiner als i ist, und 
/Zj eine Reihe Glieder, welche theils von den Argumenten 2(A + \^nt^ 
2(A — Aj)w<, 2(A + 2AJwf, u. s. w. abhangen, theils aber auch von den 
Argumenten 2\nt^ 2X^ntj u. s. w. — Wenn fftr Z^ einmal ein genäher- 
ter Werth gefunden worden ist, lasst sich die Function X in einer solchen 
Form angeben, dass die im zweiten Gliede rechter Hand der Gleichung 
(ii) geforderte Integration ausgefohrt werden känn, wonach die Glieder 
in U^ zu vervollständigen sind. 

Die zuletzt gefundene Gleichung multipliciren wir mit ä^-^, setzen 
hierauf: 

TT 



(16) 



2U = 2Å,nt + s,^Z^ + 2 A, 



2W, = «i ji^i 
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und finden endlich: 

welche Gleichung genau wie die Gleichung (2) zu behandeln ist. 
Man wird also wieder setzen: 

und för U^ ein Reöultat der Form: 

U^ = amfj (modÄj) 

erhalten. Auch jetzt nehmen wir algö an, dass der Modul kleiner als i ist. 
Es folgt nun aus der ersten der Gleichungen (16): 

2 2 IT 

(18) Z. =-^(C7,-A.n<-Aj + Z,dnf„. 

indem wir nehmlich setzen: lU^ = 5^ -^Z,dnfj, und för die Function 

Zj Bestimmungen als gtiltig ansehen, welche denen analog sind, die zur 
Bestimmung von Zj fQhrten. Der soeben gefundene Werth von Z^, in 
die Gleichung (13) eingesetzt, giebt uns endlich: 

(19) Z = ^^(amf-^f) +^^ ^(am^, _ -J.^^) dn'^ + Z,dnfdnf, 

Diese Operationen lassen sich wiederholen und so länge fortsetzen, 
als die Moduln A:,, Äj, u. s. w. kleiner als i bleiben. Erreicht keiner 
dieser Moduln die Grenze i, so erhält man die Function Z durch eine 
unendliche Reihe dargestellt. Bei dem Fortgange dieser Operationen muss 
man sich indessen erinnern, dass bei der Bildung der verschieden^n Func- 
tionen (X)i, {^^j u. s. w. Glieder entstehen können, von denen ein Theil 
mit vorhergehenden characteristiscben Gliedern zu vereinigen sind und 
also die Werthe der vorhergehenden Moduln etwas verändem, während 
ein anderer Theil der entstehenden Glieder mit spateren characteristiscben 
Glieder vereinigt werden känn, öder als selbständige characteristische 
Glieder zu behandeln ist. Ein dritter Theil der bei den successiven 
Operationen entstehenden Gliedern ist aber an kdrzere Perioden ge- 
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bunden und werden dieselben daher nicht in dem Maasse durch den In- 
tegrationsprocess vergrössert, dass sie die Convergenz der aus (19) her- 
vorgehenden unendlichen Reihe aufheben könnten. Von diesen Gliedem 
sehen wir hier ab, und erhalten alsdann die Reihe 

(.0) Z = 2(amf-^f)+| i?(amf,-jj-f,)d»f 

dass diese Reihe gleichförraig convergent ist, sieht man sogleich, da die 

222 
Coefficienten - , - , - , ... eine gleichförmig convergente Reihe bilden, 

und die Verhältnisse «r , ^ , . . . , unsern Annahmen nach, als Grössen 

derselben Ordnung anzusehen sind, öder jedenfalls eine gegebene Grösse 
nicht tlbersteigen. 

Wir sind also jetzt bei einem Resultate angelangt, welches mit dem, 
im ersten Abschnitte gefundenen im Wesentlichen tlbereinstimmt, nur ist 
das jetzt erhaltene vollständiger und genauer als das frtlhere, da hier 
auch die Glieder höherer Ordnung Bertlcksichtigung gefunden haben, 
während sie in dem ersten Abschnitte in den Functionen F und F^ auf- 
genommen und mit . denselben vernachlässigt wurden. Vollständige tFber- 
einstimmung finden wir aber in dem Punkte, dass die betreifenden Ent- 
wicklungen nahezu in derselben Weise convergiren wie die Reihe der 

Brtiche - , -, - , . . . , vorausgesetzt, dass keiner der Moduln ft, ftj, A,, ... 

der Einheit gar zu nahe kommt aber auch nicht för sich eine convergente 
Reihe bilden. 

Nachdem wir somit den Fall erledigt haben, wo die Moduln Ä, Ä^, ... 
sämmtlich kleiner als i waren, stellen wir die Annahme fest, dass einer 
derselben diese Grenze tlberschreitet. Hiermit wird nothwendig die Be- 
dingung verkntlpft, dass der entsprechende Factor A streng verschwindet. 
Im Ganzen ist es bei unseren jetzigen Betrachtungen gleichgtlltig, von 
welchem Gliede wir annehmen, dass dieser Factor gleich NuU wird, und 
wir dörfen daher die Bestimmung treffen, dass es bei dem ersten Gliede 
in der Reihe (2) des ersten Abschnittes stattfindet. Es wird nun: 

2F=5Z:f 2A 
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und fQr F^ erhalten wir, wie im zweiten Abschnitte gezeigt wurde, den 
Ausdruck 

Vq = arcsin[Z8n(an< + CJ] (mod i = -) 
Hierrait findet sich ans der Gleichung (6), nachdem wir: 

gesetzt haben, die folgende: 

welche Gleichung sich ttbrigens aus der Gleichung (7) ergiebt, wenn man 

sich erinnerty dass 

snf = Isnrj 

Weil man aber tlberdies die Beziehungen: 

dn^ = cnjy 



en;;' L dij* 

hat, wobei I den Werth von E bedeutet, welcher dem Modul I entspricht, 
80 findet sich aus der Gleichung (8): 

(22) Fj =c,cniy — c,cn5y[— ^^ j-, tjJ 

und hieraus folgert man leicht die nachstehende, welche der Gleichung 
(9) entspricht, 

+ ~aH'*L cn^P^/^cnjyrfiy 
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In dieser Gestalt ist der gefundene Ausdruck ftir Fj indessen nicht 
ganz .zweckmässigy weil die Function d\og6^{7]) den Factor cos— =-iy im 
Nenner enthält. Es ist aber: 

dij dij onjj 

Mit ROcksicht auf diese Beziehung erhalten wir aus (23): 

(24) Fj = c, CDiy — cJc"y[ y ^^ — ^ ^~ 7] — snydniy 



4- 



-YjTilonyjJXciiTjdmfidT] — snTjdnTjCXcnrjdrA 



L — I — VL 



+ ^;VV& ^^ yjfdrjfXcn rjdrj 

Unsere Betrachtungen, die wir an diese Formel kntlpfen, sollen von 
der Voraussetzung ausgeben, dass der Modul I einen kleinen Werth hat 
Die Entwicklungen der Functionen cniy, sniy, dnjy und des Productes der 
ersteren und dlogS^rj) sind dann sebr convergent, und wir können, da 
es sicb bier nur ura den allgemeinen Cbaracter des Resultats bandelt, bei 
den ersten Gliedern dieser Entwicklungen steben bleiben und sogar alle die 
Glieder bei Seite lassen, welcbe V als Factor entbalten. Wir erhalten 
alsdann, wenn wir dabei die ttberzäbligen Integrationsconstanten c^ und 
c, gleich NuU setzen, den genäberten Werth: 

welcher aber eine wirklicbe Annäherung zur Bestinimung des Integrales 
der Gleichung (21) darstellt. 

Von den Gliedern in X beben wir zunachst die nachstebenden heraus: 
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und diese ergeben, wenn sie in obigem Ausdrucke eingesetzt werden, 



(^5) F. = _ ^ 



\ a TT / 



r.«n(^, + ff,) 



+ TZTÉny"" (^' + ^*) + ■ ■ • 



Die Coefficienten ^j, p^, ... bilden nun jedenfalls, weil sie den Coef- 
ficienten Ä^^ A^j ... proportional sind, eine gleichfönnig convergente 
Reihe; die soeben gefundene Entwicklung von Fj convergirt daher auch 
gleichförmig, so länge die Aj, A,, ... kleine Grössen ira Verhaltniss zu 

OL 7t 

- -Tf sind. Wir gewinnen auf Grund dieses Resultates den Satz, den wir 

schon am Schlusse des zweiten Abschnittei^ erwähnt haben, dass nehmlieh 
die Glieder, welche auf ein Librationsglied folgen und ohne das Vor- 
handensein dieses Gliedes kritisch werden kön n ten, eine gleichförmig con- 
vergente Reihe bi!3en. Die Anwendung des vollstandigen Ausdruckes (24) 
statt des abgekOrzten wtkrde keine Abftnderung dieser Schlussfolgerung 
veranlassen. 

Die Reihe (25) convergirt aber gleichförmig auch bei anderen Werthen 
der Coefficienten Aj, A^, ... als den oben bezeichneten; die Convergenz 
känn dagegen auf hören, wenn die Verhältnisse: 

2Ai 2L 2X^ 2L 
an a TT 

sich der Einheit mehr und mehr nähern. Bei Anwendung der voU- 
standigen Formel (24) wtkrde man finden, dass Divergenz eintreten känn, 
auch wenn diese Verhältnisse sich anderen ganzen Zahlen n&hern. Dass 
diese Erscheinung jedoch nicht gleichbedeutend mit einer wirklichen Di- 
vergenz der Entwicklung von V^ ist, lasst sich leicht nachw^eisen, wenn 
man sich die Ausdrticke der Grössen a' und X, wie sie durch die Glei- 
chungen (3) und (4) gegeben sind, vergegenwärtigt. Zunachst sehen wir 
aus der Gleichung (3), dass wenn ein Glied in V^ anwftchst, so erleidet 
a* eine merkliche Verkleinerung, welche man sich so erheblich denken 
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känn, dass sich das Librationsglied in ein gewöhnliches verwandelt, wo- 
nach die Entwicklungen nach den vorher mitgetheilten Methoden aus- 
zufuhren wären. Es känn sich also erreignen, dass eine erste Annäherung 
die Existenz der Libration wahrscheinlich uiacht, die sich jedoch bei spa- 
teren Annäherungen als illusorisch erweist. Die oben gefundeöen Ent- 
wicklungen kommen alsdann wieder zur Geltung und ihrer Convergenz 
i st kein Abbruch geschehen. 

Wir wollen aber nun den Nachweis fahren, dass wenn der Coefficient 
des Librationsgliedes, also die Constante /, einen genögend kleinen Werth 
hat, so bleibt auch die Function V^ immer eine kleine Grösse. Aus der 
Gleichung (4) nehmen wir die merklichsten Glieder heraus. Diese sind: 

för (X) nehmen wir ferner denselben Ausdruck an, den wir vorhin för 
X gelten liessen, nehmlich: 

In der Gleichung (21) vernachlftssigen wir nun auch das mit /' mul- 
tiplicirte Glied und erhalten, nachdem wir: 



2 sA 



gesetzt haben, die Gleichung: 



Die Integration von Gleichungen dieser Form ist von hervorragender 
Wichtigkeit, wenn es sich um die Bestimmung der elementären Glieder 
handelt. Hier tritt dieselbe jédoch weniger in den Vordergrund, wesshalb 
ich, unter Hinweisung auf eine der Schwedischen Academie der Wis- 
senschaften vorgelegte Abhandlung tiber die Integration der betreflfenden 
Gleichung,^ mich auf die Mittheilung des folgenden Verfahrens beschrftnke. 



^ Bihang till K. Svenska YeteDskaps-Akademiens Handlingar. 1886. 
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Der grösseren Einfachheit wegen betrachten wir bloss ein einziges 
Glied rechter Hand in der Gleichung (26) und setzen: 

(«) ^. = (*o + Ax,) sin (^ + H,) + i?. 

Wenn wir nun die Constante x^ aus der Gleichung: 

bestimmen, so bleibt aus der Gleichung (26), wenn wii der Ktirze wegen 

« 

X Xq "T~ ^^Xq 

schreiben, die Gleichung: 

= -i xV sin 3(^7 + H,) + zxg sin (^ + 5,)i?J + gIS, 



tTber die Grösse Ax^ haben wir noch zu verfilgen, und wir denken 
sie als in der Weise bestimmt, dass die Function R^ kein Glied mit dem 

Argumente —^i^-^H^ enthält. Nachdem wir diese Annahme festgestellt 

haben, setzen wir: 

{d) i2/=x,sin3(^+i/,) +R,\ 

es ergiebt sich alsdann ein Näherungswerth des Coefficienten x^ aus der 
Gleichung: 

Unsern frCkheren Annahmen gemäss ist nun das^ Verhältniss ~ als 
eine sehr kleine Grösse anzusehen, wahrend der Coefficient g als eine 

Aeta mathematica. 9. Imprimé le 28 Förrlor 1887. 32 
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Grösse millter Ordnung betrachtet werden muss, welche nicht viel vott 

dera Bruche - verschieden ist. Unter solchen UmstÄnden erweist sich 

3 

der CoefBcient x^ auch als eine kleine Grösse, wie aus der Gleichung {fij 
zu ersehen ist; in dem Falle, den wir hier besonders im Ange haben, 

wo das Verhältniss — ^ nahezu den Werth i hat, erhält raan näherungg- 



a 
weise: 



Der aus dieser Formel sich ergebende Werth von x^ ist nun zwar sehr 

viel grösser als -i, muss jedoch immer als eine kleine Grösse, ja sogar 

als eine sehr kleine Grösse angesehen werden. 

Aus der Gleichung (s) ergiebt sich sogleich, dass bei der Annahme, 

2Å '^ 

— ^ habe nahezu den Werth i, det Coefficient x, eine Grösse von der 

Ordnung xj ist, und hiemach folgt endlich, aus der Bedingung, wodurch 
Ax^ zu bestimmen ist, dass dieser Coefficient ebenfalls eine Grösse der 
Ordnung xl sein muss. 

In dieser Weise känn man weiter gehen, uijd findet somit ftir V^ 
die gleichförmig convergente Reihe: 

(27) F, = X sin (^ + fl,) + X, sin 3^^ + //,) + x, sin 5(^ + fl,) +... 

welche ein particuläres Integral der Gleichung (26) ist, und woraus man, 
unter BerCkcksichtigung des oben, hinsichtlich der Coefficienten x^, x,, ... 
Gesagten, sogleich bemerkt; dass V^ eine Grösse bezeichnet, die jedenfalls 
kleiner als i ist. 

Die obigen Schlussfolgerungen verlieren aber ihre Bedeutung in dem 
Maasse, wie der Modul I sich der Einheit nähert. Wenn nehmlich diese 
Grösse nicht ganz klein ist, so muss man för g den Werth: 

setzen, welcher kleiner wird, je näher / der Einheit rttckt. — Da nun, 



\ 
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(2Å \^ 
— ^j , die Gleichung (^) den 

Werth: 

^« v 3 ga' 

ergiebt, so schliesst man, dass der Coefficient x^ und mithin auch die 
Function V^ betrftchtliche Werthe annehmen können. 

2Å 

Es ist noch zu bemerken, dass Glieder, wo — - sehr nahe den Werth 

I haben, nothwendig vorkommen mössen; denn hat man in der ersten 
Annäherung z. B. das Glied: 



2L 

V = — ^ 



&-j^.si„(^,+ 5,) 



gefunden, wo nun A, eine sehr kleine Grösse bezeichnet, so findet man in 
der zweiten, wie man aus der Gleichung (4) leicht ersehen känn, Glieder 
mit Argumenten der Form: 



i^A^t)"' 



also grade solche Glieder, die in der Formel (25) sehr erheblich an- 
wachsen können. Man wird also immer Veranlassung finden, einige Glieder 
nach deii Regeln, welche zur Ermittelung des Integrales der Gleichung (26) 
ftthren, zu behandeln, sofern nicht der Modul I verschwindend klein ist, 
wobei die* Glieder der soeben erwähnten Art ebenfalls verschwindend klein 
bleiben, öder wenigstens so klein, dass sie der Formel (25) einverleibt 
werden können. 

Aus diesen Betrachtungen geht also hervor, dass / der Einheit nicht 
beliebig nahe kommen darf, ohne dass die Convergenz der aus (24) zu 
erhaltenden Entwicklung zweifelhaft wird, dass aber, wenn I einen ge- 
wissen Werth nicht ttbersteigt, diese Entwicklung ganz sicher convergirt. 
Nähert sich aber I dieser Grenze, so ist hiermit eine Vergrösserung von 
Fj !iothwendig verbunden, woraus wiedcr, wie bereits hervorgehoben 
wurde, eine Verkleinerung von a folgt. Man wflrde somit entweder auf 
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den ersten Fall zurllckkommen, d. h. auf den, wo A; < i, oder auch auf 
einen dritten, wo die Gleichung: 

k=l = 1 N 

entweder streng, oder doch sehr nahe erfdllt ist. 

Fälle, wo der Modul der Einheit so nahe kommt, dass die bekannten 
En twickl ungen der elliptischen Functionen in trigonometrischen Reihen 
nicht mehr hinreichend convergiren, dörfen nun allerdings, nach unseren 
jetzigen Kenntnissen zu schliessen, als sehr unwahrscheinlich bezeichnet 
werden — dies war wenigstens die Ansicht von Laplace; ^ von astrono- 
raischem Gesichtspunkte aus scheint die Betrachtung derartiger Fälle also 
wenig Interesse darzubieten. In rein theoretischer Hinsicht ist die Unter- 
suchung derselben hingegen mehr beachtenswerth, schon um zu entscheiden, 
ob die entsprechenden Formeln Bestand haben können. Denn es liesse 
sich sehr wohl denken, dass solche Werthe des Moduls nur in der ersten 
Annäherung gefunden werden können, bei den späteren aber, in Folge 
erheblicherer Werthe der Coefficienten in V^, wesentlich verkleinert er- 
scheinen mössen. 

Die Formeln zur Berechnung von V^ i^nd F^, in denen die ellip- 
tischen Functionen den complementären Moduln k' und V entsprechen, 
finden sich leicht alis den vorhergehenden mit Hölfe bekannter Trans- 
formationsformeln. Um bei dem Ijbergang sowie bei der Darstellung 
der neuen Formeln möglichst an Körze zu gewinnen, stellen wir ein för 
alle Mal fest, dass wenn das Argument einer elliptischen oder einer 
Theta-Function als imaginär angegeben wird, diese Function einem com- 
plementären Modul angehört, und zwar, wenn das Argument if ist, dem 
Modul k'j während die Functionen des Arguments irj von dem- Modul V 
abhängen. Nach dieser tTbereinkunft gelten die Formeln: 



sn 



C = — t — 7Z, = — il — r^ = Unin 
entf cniiy ' 



-. I dntr j 

cnc= — ri= — 7-^ = dn^ 

en K cmrj ' 

, ^ dnif I 

^ dn c = — TT = — :- = en )7 

^ enzf cmrj ' 



* Mécanique céleste, T. IV, p. 66, éd. i88o. 
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Wir erwähnen noch zum Uberfluss, dass I' die Bedeutung des voU- 
ständigen elliptischen Integrales zweiter Gattung hat, welches dem Modul 
V ehtspricht und erinnern an die Bezieh ungen: 



fe" 

dnf 


K-E' dMoge.(tc) 
K' ' dV 






fe" 
dnf» 


r rL' — r 1 


d- 

1 


'\0g9{i7j) 

dlj* 


• 


iz dMogÖ,(if) 

2KK ' de 








t: d' log 9 {irj) 
zLL' ' dij* 






n E 
2KK' K ^ 


E' n I 
K' ' ' 2LL' ~~ L 


+ 


1' 

L' ' 



Hiernach findet sich aus einer der Gleichung (8) öder (22): 



+ 



+ 



I K — E' dnif r ,^ Ty ^^^ ^ä 
Y^k^ K cni$ I I cnic 






L_!_ f^^lM^Mdn f— 

i_ ri' — r I r rxd 

ÉtY' L' cnijy / ' / en t 



In diesen Formeln bemerken wir vor Allem, dass die Entwicklung 
des einen aus der des anderen erhalten wird, indem man g' in — q' ver- 



\ 
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ändert und die Argumente vertauscht; femer, dass kein Coeföcient un- 
endlich gross wird, wenn k' öder V verschwindet. 

Das erste Doppelin tegral in diesen Formeln lässt sich, wie inan leicht 
bemerkt, durch zwei einfache ersetzen; man erhalt, wenn die mit den 
willktlrliehen Constenten multiplicirten Glieder, die nattirlich ungeftndert 
werden, * weggelassen werden, 

(30) F. =. 4cr. -^I ^^"^ f^ ^>e - -4n, —I f^ --. ^-^^^ '^ 

^ ' ' j- K cn?c ac / cnif Y*k* cntf y en t? dt; 



+ 



Y^k. K cni$ I J cntf 



/ N Y^ I I il log 9 {i r^) r Xdrj i i T X d log 9 (irj) ^ 

^'^ ^ ^ . aH'* cnir^ dyj I cntjy aH'* en irj J cnirj . drj ' 






XdTj 



Es verdient, bevor wir weiter gehen, hier einer EigenthQnilichkeit 
der angeföhrten Formeln zu erwähnen, von deren Richtigkeit man sich 
leicht ohne besondere Darlegung tiberzeugen känn. Eine jede der Formeln 
(9), (23), (30) und (31) enthält zwei einfache Integrale und ein Doppel- 
integral. Diese Glieder sind aber an Grösse in den verschiedenen Formeln 
sehr verschieden. In der Formel (9) spielt das Doppelin tegral die Haupt- 
rolle, indem die beiden einfachen Integrale im Verhältniss zu diesem im- 
mer klein bleiben und sogar verschwinden, wenn der Modul den Werth 
NuU annimmt. Bei der Formel (23) verhält es sich grade umgekehrt, 
indem hier das Doppelintegral verschwindet, wenn der Modul gleich Null 
wird, und also bei kleinen Werthen dieser Grösse weniger zu den Gliedern 
i!i der Function V^ beiträgt als die beiden einfachen Integrale. In den 
Formeln (30) und (31) endlich können alle Glieder als Grössen derselben 
Ordnung angesehen werden, wiewohl ii^an im Allgemeinen, wenn nicht 
der Modul genau den Werth i hat, bei den Doppelintegralen die grössten 
Coefficienten erwarten muss. 

Wir haben noch einige Bemerkungen vorauszuschicken, bevor wif 
zur Werthermittelung der Glicder in (30) und (31) schreiten. Die erste 
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bczieht sich auf die Grenze, gegen welche das Product XK convergirt, 
indem der Modul k aich der Einheit nähert. Mit A haben wir hier, wie 
vorher in diesem Abschnitte, die Grösse: 






sn — sn + an 
2n 

bezeichnet. Damit k gleich der Einheit werde, mnss X verschwinden. 
Weil aber K zugleich iinendlich wird, erscheint das Product XK zun&chst 
unbestimmt. 

Das der Zeit proportionale Glied in V findet sich nun einestheils 
aus der ersten der Gleichungen (i), a^iderntheils aber aus der Gleichung 

V^ = amf, 

da wir nehmlich die Integrationsconstanten ttberall so bestimmt denken, 
dass die Function V^ kein derartiges Glied enthalt. Durch Vergleichen 
dieser beiden Glioder entsteht die Gleichung: 

Weil nun: 






so erh&lt man: 



2 k 



Wenn also k nahezu den Werth i hat, so ist das Product XK eine Grösse 
derselben Ordnung wie a. 

Es ergeben sich aus den obigen Gleichungen einige bemerkenswerthe 
Relationen, nehmlich: 

K' 11^'^ ^ Tca t: 

woraus ferner folgen: 

q = e «; g' = e **'^, 
welcli^ Formeln 2ar Berechnung von q und q' Verwendung finden können 
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wenn k nahe der Einheit ist, und man also in der ersten Annäherung 
setzen känn: 



q = e ''"; 



q = e 



a 



Die zweite Bemerkung, die ich hier einschalte, betriflFt die Entwick- 
lunff der Producte -^-tt — ^^,' und — : ^^ ^^^^ . Schon im zweiten 



Abschnitte wurden die Entwicklungen von 



cniiy drj 

dnif , I 



und —T- gegeben, und 



cni$ cmjj 

zwar in der Form von Partialbrtlchen. Aus den angeftlhrten Entwick- 
lungen ersieht man, dass sammtliche Nenner die Form i + g'*"c~'*' haben, 

2K7r 

wo W gewisse Winkel bezeichnen, die von o bis -^ wachsen. Der Um- 

standy dass bloss grade Potenzen von q' in di^sen Nennern vorkommen, 
ermöglicht die späteren Entwicklungen nach den Z7-Functionen, und zwar 
so, dass diese Entwicklungen gtiltig bleiben, auch wenn q' das Zeichen 
wechselt. Dass analoge Entwicklungen bei oben genannten Producten aus- 
ftlhrbar sind, ge ht aus den nachstehenden Relationen hervor: 



d 



dna; dlogÖ, (*) 



ena; 



dx 



d 



dx 



= — 2q\ 



iK) 



dn 


2K 

— It 

t: 


en 


2K 

— u 

t: 



dq 



-(!-*■') 



CI1« 



I dlog9{x) 



ena? 



dx 



dx 




K—E i 



K 



ena; 



wobei, nach ausgeftlhrter DilFerentiation hinsichtlich g, das Argument 

2K 

u durch X zu ersetzen ist. ^ Man bemerkt nun sehr leicht, dass durch 



t: 



die bezeichnete Differentiation und nachherige Integration keine Ausdrticke 
veranlasst werden, welche bei eintretendem Zeichenwechsel von q' unendlich 
grosse Werthe erhalten könnten. 



* Aosdriioke der im Tezte aDgefUhrten GtittuDg finden sioh, so viel ich weiss, zum 
ersten Male in einer AbhaDdlung von Herrn O. O. Mey£r, Crelle^s Journal, B. 5^* 



Ober dic OoDvergoDz der Rcihen zur Darstelluog der CoordiDaten der Planeten. 257 

Nach diesen Bemerkungen wollen wir den Fall etwas näher betrach- 
ten, wo der Modul k' den Werth NuU hat, und wir werden besonders 
festzustellen suchen, ob ein solcher Fall bleibend bestehen känn, öder ob 
diesé Annahme hinsichtlich des Moduls nothwendig auf Ausdröcke föhrt, 
welche mit der Zeit unbegrenzt wachsen. Wäre dies letztere der Fall, 
dann mtlsste den absolut göltigen Formeln die . Annahme eines Moduls 
zu Grunde gelegt werden, deren numerischer Werth weniger als die Ein- 
heit betröge, weil ein Anwachsen der Function F^ die Verkleinerung des 
Moduls nach sich zieht. 

Vor AUem bemerken wir nun die Gleichungen: 



sin F, 
cos F^ 


e' - a-' 


2 


e" + e ^ 



welche unmittelbar aus den Gleichungen (9) öder (10) des zweiten Ab- 
schnittes folgen, wenn man die Bezeichnung: 

in Kraft lasst; und wir können hier sogleich a statt ;*, öder tj statt f 
schreiben, weil die Gleichheit dieser Grössen eine nothwendige Folge un- 
serer Annahme in Bezug auf den Werth von k ist. 
Aus der dritten der erwähnten Gleichungen folgt: 

dV, 2 



f ■ .-« 



d$ e" + e 

woraus man durch Integration den Werth: 

F^ = — 2arctang(e""^ + Const., 

erhalt und es ist leicht zu erkennen, dass die Constante gleich + - zu 

setzen ist, damit F^ mit f verschwinde. 

För unsern jetzigen Zweck gentigt es, von den Gliedern in der 
Function (X) ein einziges herauszuheben und das entsprechende in Fj zu 
bilden. Die hierzu erf orderi ichen Operationen sind typisch und finden 

Aeta mathematiea. 9. Imprlmé le 2 Man 1887. 33 
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ohne Abänderung bei der Behaiidlung der ttbrigen Glieder Anwendung. 
Das betreflfende Glied sei: 

(X) = — lA,sin{2X,nt + s^Z + 2AJ 

Zunachst mössen wir hier die Grösse Z durch die bekannte Funetion V^ 
und durch V^ ersetzen. Die letztere ist allerdings nielit bekannt, aber 
wir setzen von derselben voraus, dass sie gentigend klein ist, um in einer 
ersten Annäherung vernachlässigt werden zu dttrfen. Der Erfolg wird 
erweisen, in wiefern eine solche Annahme berechtigt ist öder nieht. — 
Weil nun der Coefficient Å verschwindet, so gilt die Gleichung: 

Z = ?(F-A), 

und wir kömien hier leicht bemerken, dass die Grössen Z und c mit 
einander durch Addition verbunden vorkonimen. Daher können wir c 
beliebig wählen, indem dies nur zur Folge hat, dass das in Z etwa vor- 
kommende constante Glied in entsprechender Weise bestimint wird. Soll 
nun Z von einem solchen Gliede befreit sein, so muss entweder das con- 
stante Glied in V gleich A gesetzt werden, öder, wenn V nur veränder- 
liche Glieder enthält, hat man A gleich NuU anzunehmen. Es wird 
mithin im letzteren Falle: 

se = s'c' — B 

Ftlr die Funetion Z nehmen wir also den Werth: 



Z = — -are tång (c"^ 



an. Hieraus könnten wir nun Z in einer, nach den Potenzen von c""' 
fortschreitenden Reihe entwickeln, die bei positiven Werthen von ^, den 
Werth NuU inclusive, immer convergirt; wir erhalten jedoch in der fol- 
genden Weise eine wesentlich mehr öonvergente Darstellung der betreffen- 
den Funetion. 

Der soeben angeftthrte Ausdruck giebt uns: 



Z = — --arcsm 



;in (-= 
V I 



8 V^-+e-^^ 



- ' 
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und setzen wir: 



e^' I 



V I 4- e '' V 2 

SO ist ^ eine stets reelle Grösse, welche von - bis o variirt, indem f die 

Werthe von o bis co annimmt. Es finden sich umgekehrt die Aus- 
dröcke: 



/^ _— ^ 



V2e ' 
^ n/i + .-^^^ 






u. s. w. 

cos2cr = r-. 

u. s. w. 

Man findet nun die Function Z durch eine gleichförmig convergente, 
nach den ungraden Vielfachen von jp fortschreitende Sinusreihe, wonach 
die folgenden, ebenfalls gleichförmig convergenten Reihen hergestellt 
werden können: 

sin s^Z = 2Pj sin ^ + 2P3 sin 3^ + • • • 
^^ C!OS5j Z = Pj, + 2P3 cos 2j^ + • • • 

Die Suinme der Quadrate dieser Gleichungen giebt uns mehrere Beding- 
ungen; unter andern diese: 

i =Pl+ 2PI+ 2PI + ..., 

aus welcher nian eine bereits oben geinachte Bemerkung bestätigt findet, 
nehmlich, dass P^ nie den Werth i tlberschreitet, während von den 

öbrigen Coefficienten keiner grösser als --=: werden känn. 

y2 
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Das erwähnte Glied in (X) wird nun: 

{X) = —\a,[1\ + 2P,cos2j? + ...]sin(2A,w< + 2A,) 

8 

— -^j[2Pj siiijT + 2P^%\x\7,f + .. .]cos(2Ain< + 2A,), 

welchen Werth wir jetzt in die Formel (30) fUr X einziisetzen haben. 
Wir begntlgen uns jedoch bloss den Theil: 

X = -'-^.P,8in(2A,»<+2A.) 

zu beröcksichtigen, weil die Behandlung der iolgendpn Glieder des obigen 
Ausdruckes von der des soeben hervorgehobenen nicht wesentlich ver- 
schieden wird. 

Zur Erlangung des Resul tåtes sind noch folgende Schritte erforder- 
lich. Wir bemerken die, fUr verschwindende Werthe von h' gftltigen 
Ausdrtlcke: 

dnic 2 I dnif dlog Ö,.(if) i 



-^' 7'» 



cntf e^ + e""' Ä" cn.tf d^ 



K — E' I 






K 2 



und erinnern uns, dass jetzt: 
so dass nt durch den Werth: 



nt = 



ersetzt werden känn. Bezeichnen wir liberdies 



ä=-;a^o; s, = 2a,-'-^c, 
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SO erhalten wir aus der Formel (30): 



(3^) ^. = -å-' 



e + O 



-7-4h^^A^"C-^-'+^0(^'-^""^''^ 



2/?, 



sm 







Die fernere Ausfohrung der hier angezeigten Operationen können wir bei 
Seite lassen, da eine vollstÄndige Entwicklung der betreffenden Formeln 
bei den vorliegenden Untersuchungen nicht beabsichtigt öder erforderlich 
ist. Wir bemerken aber ohne Muhe, dass der soeben angeföhrte Ausdruck 
för die Function V^ theils Glieder umfasst, welche gar keine Exponential- 
functionen enthalten, theils aber Glieder, die mit c~^ öder mit Potenzen 
dieser Grösse multiplicirt sind. Diese letzteren werden nun mit wachsen- 
dem f sehr bald unmerklich, so dass die Function V^ im Wesentlichen 
aus dem Gliede 



•'.-JM^to^'"(Tf+«.) 



bestehen wird. Da nun die Grösse ^j, in Folge unserer frftheren An- 
nahmen, als eine sehr kleine Grösse. im Vergleich zu a* anzusehen ist, 
so mtlssen auch die Werthe der Function Fj als kleine Grössen betrachtet 
werden. Die Untersuchung der Glieder, wefche mit sin ^^ sin 3^^ , . . • , 
cos2jj>, . . . , multiplicirt sind, fQhrt man in derselben Weise aus, wie oben 
gezeigt wurde. Nachdem man die Ausdrtlcke ftlr sinp,... als Func- 
tionen von e"^ substituirt hat, bemerkt man sofort, dass die entsprechen- 
den Glieder in V^ mit dem Factor e~^ öder mit ganzen positiven Potenzen 
dieser Grösse multiplicirt erscheinen und also mit wachsendem ^ sehr 
rasch abnehmen. 

Theils auf Grund dieses Resultates, theils mit Rftcksicht auf die im 
zweiten Abschnitte durchgeftlhrten Untersuchungen in Betreff der nach 
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den (/-Functionen vorgenoinmenen Entwicklungen, schliessen wir, dass die 
Darstellung der Function Fj , die wir in der angedeuteten Weise aus der 
Formel (30) gewinnen können, immer convergent ist, wenn f auf positive 
Werthe beschränkt bleibt. Bei negativen Werthen von f wörde man zu 
demselben Resultate gekommen sein, und wir dtlrfen demnach als be- 
wiesen annehmen, dass V^ sich för jeden Werth von f , in der angezeig- 
ten Weise darstellen lässt, sowie dass diese Function immer eineh kleinen 
Werth beibehält. Die Beröcksichtigung der Glieder in X, welche aus 
^1) ^^}'-' herrfthten, wttrde, wie man durch Betrachtung der Gleichung 
(4) leicht bemerken känn, in diesem Resultate keine Anderung hervor- 
rufen. Auf Grund dieser Ergebnisse mtissen wir nun schliessen, dass die 
Bewegung unter der soeben betrachteten Bedingung, fortbestehen känn. 
Wir wollen noch die Bestimmung der Constante C etwas näher.be- 
leuchten, wobei es sich erweisen wird, dass dieselbe nicht mehr beliebig 
sein känn, sondern einer gewissen Bedingung genögen muss, eine noth- 
wendige Folge da von, dass die Constante ^ der Bedingung: 

r = a 

unterworfen ist. 

1 y 
Die Werthe von Z, V^ und -^ , welche fur den Zcitpunkt < = o gelten, 

bezeichnen wir mit {Z)^, (f^o)o ^"^ (77) > ^"^ setzen, in Analogie mit 
frtihcr gebrauchten Bezeichn ungen. 



c,=c + (Z),; n, =n + (^-^) 



.Man findet nun, indem man von den Gliedern in F, absieht, 

2[V^)^ = sCq — s'c' + B = 2I) = TT — 4arctang(e"^) 

-Jf) = ^^0 — ^^ + ^^^ = -^r— -c 

^*f /o e + e 

Die Constante C unterliegt hier der Bedingung, dass aus den beiden 
Gleichungen genau derselbe Werth fur diese Grösse erfolgen muss. — 
Man bemerkt schliesslich leicht, weil: 

cosD = 



c . —c 
e + e 
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dass der Bedingung: 

. o = cosT)'- r»--^ "' + ''"Y ((j+AlLoV 

durch dieobigen Ausdröcke gentigt wird. 

Dass aber die Werthe von c^ und n^ , welche unraittelbar durch 
Beobachtungen gegeben werden, dieser Gleichung genilgen, ist nun aller- 
dings sehr unwahrscheinlich; nichts desto weniger ist die Betrachtung des 
entsprechehden Specialf allés von wesentlichera Interesse; nachdem wir 
denselben erledigt habcfn, und dabef gesehen, dass die Entwicklungen con- 
vergiren, sind wir zu der Schlussfolgerung berechtigt, dass unsere Dar- 
stellung des Integrals der vorgelegten Differentialgleichung zur Bestimm- 
ung von C gleichförmig convergent ist, und zwar nicht nur wenn sÄmmt- 
liche h^ kleiner als i sind, sondern auch, wenn eine dieser Grössen den 
Werth I hat. Mehrere dieser Grössen können, wie man sehr leicht .ein- 
sieht, nicht diesen Werth haben; es känn nehrnlich kein Integrationsdivisor 
kleiner als a^ werden. 

Als characteristisch f ftr die Bewegung in dem Falle, wo A; = i , heben 
wir noch Folgendes hervor. Die mittlere Bewegung ergiebt sich aus der 
Formel: 



8 n 

n = — — ; 

8 + a 



den Unter^chied zwischen dieser und der apparenten mittleren Bewegung 
erhalt man aber aus: 



-' — f 



s{n — «J = — — - -|-— ^f ; 

dieser Unterschied wird also unmerklich bei einigermassen grössen posi- 
tiven öder negativen Werthen von f . Bei kleineren Werthen von f wird 
aber die apparente mittlere Bewegung erheblich von der wahren abweichen 
und also Werthe von A veranlassen können, die merklich von NuU ver- 
schieden sind. 

Auf die nahere Ermittelung der AusdrUcke, welche Entwicklungen 
nach Functionen von Exponentialgrössen enthalten, muss hier verzichtet 
werden, einestheils weil eine solche die Grenzen dieser Abhandlung sehr 
bedeutend erweitern mUsste, anderntheils ab'o.r weil die vollständige Dar- 
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stellung der betreffenden Formeln erst dann von Interesse wird, wenn 
Bich ein entsprechender concreter Fall darbietet. Dass einer solchen Dar- 
stellung, die allerdings nicht besonders einfach werden wtlrde, jedoch keine 
ernsten Schwierigkeiten im Wege stehen, geht aus den Un tersuch ungen 
am Ende des zweiten Abschnittes hcrvor. Auf diesé Untersuchungen ge- 
stQtzt, bemerken wir noch Folgendes. 

Hat die Grösse h' einen zwar sehr kleinen, aber doch reellen Werth, 
so werden die Glieder in der Function (X) bei der Integration durch 
Factoren der Form: 

cotancr — ^- K 

vergrössert. In diesen Fallen hat man aber, wie oben nachgewiesen 
wurde, genfthert: 

so dass der betrefifende Integrationsfactor den Werth: 

cotang -j -K 

annimmt. Nachdem dieses Resultat erlangt worden ist, schliesst man un- 
mittelbar, dass Glieder in Fj zwar wesentlich vergrössert werden können, 
ohne jedoch noch folgern zu dörfen, dass diese Function auf hörte, eine 
kleine Grösse zu sein. Wir wissen im Gegentheil, dass so länge V einen 
reellen, wenn auch noch so kleinen, Werth hat, so känn Fj keinen grös- 
sern Werth erhalten, als denjenigen, welcher sich aus der Gleichung (lo) 
ergiebt. Die in dieser Gleichung vorkommende Function Z^ ist aber, wie 
man aus der ersten der Gleichungen (i6) ersehen känn, im Allgemeinen 

I 2jf 

eine kleine Grösse, wenigstens von der Ordnung - — , d. h. bei kleinen 

o. TT 

Werthen von A', von der Ordnung —. 

Nun ist aber,, wie wir einer in der Einleitung gegebenen Formel 
entnehmen können, näherungsweise: 

k = (T 



2Sq 
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wir haben also: 



a 2a 



Der Nenner ist hier im AUgemeinen eine Grösse nulltér Ordnung, welche 
nur in selten vorkommenden AusnahmefäUen so kleine Werthe anninimt, 

dass das Verhaltniss — i als eine Grösse nullter Ordnung anzusehen wftre. 

Es ist aber noch ein Umstand zu berlicksichtigen. In dem Maasse, 
wie F, grösser wird, vermindert sich, wie wir aus der Gleichung (3) ent- 
nehmen können, der Werth von a, vorausgesetzt, dass Fj nicht Werthe 
crhalt, die hier nicht in Frage kommen können. In Folge dessen wird 
die Wahrscheinlichkeit vermindert, dass der Modul k der Einheit sehr 
nahe kommen känn, so dass das betreffende, von dem Argumente Xnt 
abhängige Glied als ein gewöhnliches zu behandeln wHre. Aus dem Ge- 
sagten dQrfen wir nun schliessen, dass FäUe, wo Fj als eine Grösse nullter 
Ordnung anzusehen ist, während k' einen sehr kleinen Werth hat, zwar 
nicht ganz ausgeschlossen sind, dieselben aber als sehr unwahrscheinlich 
betrachtet werden dftrfen. Auf keiiien Fall wird aber die Convergenz 
der Reihe (20) dadurch aufgehoben, dass die Function Fj grössere Werthe 
erhalt; die Convergenz dieser Reihe bleibt, wie aus den vorhergehenden 
Untersuchungen hervorging, bestehen, so länge keine der Grössen ä;„ den 
Grenzwerth i Uberschreitet. 

. Ähnliche Betrachtungen, diejenigen Falle betreffend, wo V sehr klein 
aber doch reell ist, wörden zu der Erkenntniss fohren, dass solche FäUe 
wohl stattfinden können, wiewohl sie als unwahrscheinlich anzusehen sind. 
Bei Werthen von Z, welche der Einheit sehr nahe kommen, känn die 
Function Fj leicht erhebliche Werthe erhalten, wodurch wiederum eine 
Verkleinerung von a herbeigefQhrt wird. In dem Maasse aber, wie fOr a 
kleinere Werthe anzunehmen sind, wird die Wahrscheinlichkeit geringer, 
dass aus der vierten Gleichung des Systems (IV) im zweiten Abschnitte 
ein positiver Werth ftir V^ hervorgeht. Gegenwärtig haben wir keine 
Veranlassung, die Existenz eines solchen Falles zu vermuthen und dörfen 
daher jiie, in anderer Hinsicht wenig interessanten Detailuntersuchungen 
derselben vor der Hand l3ei Seite lassen. 
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IV. 

Die im Vorhergehenden mitgetheilten Untersuchungen beziehen sich 
auf einen idealen Fall, welcher in den Bewegungstheorien von materiellen 
Punkten, die sich gegenseitig anziehen, nicht in andrer Weise realisirt 
sein känn, als indem wir die entsprechenden Formeln als eine^ erste An- 
naherung betrachten. Nichts desto weniger, und sogar ganz abgesehen 
von der Möglichkeit, die bereits erlangten Resultate als Formeln einer 
ersten Annaherung entsprechend verwerthen zu können, haben diese Re- 
sultate doch einen nicht geringen Werth fftr die Beantwortung der Frage, 
welcher die vorliegenden Untersuchungen gewidmet sind; sie ergeben 
nehmlich gewrssermassen ein Schema, nach welchem die Untersuchungen 
ttber die Convergenz der in wirklich vorkommenden Fallen anzuwenden- 
den Entwicklungen vorzunehmen sind, 

Bereits in der Einleitung wurde des Umstandes gedacht, dass charac- 
teristische Glieder derselben Ordnung nicht vereinzelt vorkommen, sondern 
in der Regel in einer endlichen Anzahl vorhanden sind. AVir mOssen 
nun unsere Untersuchungen dahin ausdehnen, dass auf diesen Umstand 
Rftcksicht genommen wird, damit sie denjenigen Character der AUgemein- 
gttltigkeit erhalten, welche ftlr die Erkenntniss der Natur der Beweguhgen, 
also ftlr die Lösung der Aufgabé im astronomischen Sinne, erforderlich 
ist, wobei die Entscheidung hinsichtlich der Convergenz gewisser bei der- 
selben auftretenden Reihen offenbar nicht genögt. 

Unsern Untersuchungen legen wir also nun die nachstehende Diffe- 
rentialgleichung zu Grunde, von welcher die Gleichung (2) des ersten Ab- 
schnittes als eine Specialisirung anzusehen ist, 

(i) 'di^^ ~ ^^^0.^ ^**" K^^ ~ ^'^^' + ^0,1»^)^ + sZ + se — s'c' + »0.1] 

. — ' w'-4o,2 sin \{sn — s'n' + ^o,2^0^ + sZ + se — äV + ^0,2] 



+ ]n\X) 
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wobei bezeichnet wurde: 

(2) ]{^) = —A,^,mi[{s,n — $[n' + (ri,,n)t + $,Z + s,c ^- s[c' +5,,,] 

— A^^ sin [(sjW — s[n' + ö-i^^n)^ + s^Z + s^c — s[c' + 5,^5] 



— A.2^i sin [(s^iU — sl^n' + ^2,1^*)^ + 52^ + ^2^ — sjc' + l?2,i] 

— ^^^jsin [(s^n — 6*in' + ^»,2^)^ + ^2^ + ^a^ — ^Jc' + A.2] 



Wenn wir hier feststeilen, dass die Coefficienten -4o,i, -4o,2> ••• untcr ein- 
ander Grössen derselben Ordnung sind, und ebenso die Coefficienten ^, ,, 
-4, 2, . . . unter einander, u. s. w., so ist die Anzahl dieser Coefficienten in- 
nerhalb jeder Gruppe immer endlich, wiewohl diese Anzahl mit der Ord- 
nung der Gruppe, also mit dem ersten Index der -4-Coefficienten wÄchst. 
'Nun kommen aber Glieder vor, deren Argumente mit den Argumenten 
der bereits gedachten Glieder zusammenfallen, defen Coefficienten aber 
einer höheren Ordnung als der betreffenden Gruppe angchört. Zfthlt man 
nun diese Glieder zu der Gruppe, so wird dieselbe zwar eine unendliche 
Anzahl Glieder enthalten, welche aber selbst in Gruppen zerfallen, die 
eine gleichförmig convergente Reihe bilden. Auf unsere ferneren Be- 
trachtungen bleibt daher der Umstand ganz ohne Einfluss, ob die Anzahl 
der Glieder innerhalb der, in den Formeln (1) und (2) vorkommenden 
Gruppen eine endliche öder unendliche ist. 

Indem wir unter (t und B zwei noch zu bestimmende Constanten, 
<r von derselben Grössenordnung wie ö-^i, 0*0,2, ••• und B beliebig, ver- 
stehen, ffthren wir zwei Functionen s und 6 durch die Gleichungen: 



(3) 



S COS 28 = S^o.l COS [(öb.i 



+ 



e sin 2 ö = sAo,i sin [(öb,i 

+ sA.s sin [(ö-o,, 
+ 



<T)nt + 5o., — B] 
<r)nt + £,,, — B] 

a)ni + B,,, — B] 
tT)nt + Bo,, — B] 
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ein. Setzen wir Uberdies: 

(4) 2 TT = {sn — s'n' + (Tn)t + sZ + se — s'c' + B, 
80 erhalten wir aus (i) die Differentialgleichung: 

(5) ^ = - »^'^ «'" (^ + ö) cos(Tr + ö) + n»(X) 

Untersuchcn wir vor Allem das Vcrhalten der Functionen e und 0. 
Zu dieseiii Zwecke differentiiren wir die Gleichungen (3) und setzen zur 
Abkftrzung: 

A = Kw — ff)nt + Bo,v — B 

Es findet sich hierauf: 

cos 2Ö-7V — 2s sin 2 0-j- = — ^(^0,1 — ^)'*^o,i sin 7>, 



sin 2Ö^ + 2e cos 2#-^ = ^*?(^o,i — ^)wylo,i cosZ#j 

+ 5(^0,2 — ^)wA,2 cosZ, 

+ 

Unter Berttcksichtigung der in den Gleichungen (3) gcgebenen AusdrOcke 
fOr s cos 2 9 und s sin 2 findet man nun durch eine leichte Kechnung: 

de . • 

£^= — «'«((To,2 — ^o,i)Ai^o,2sin(L,— L,) 

— 5'w((To,3 — (To.2)-^o,2^o,3 sin (Z3 — Lj 

— s'w(éTo,3 — 0-0,1) Ai-^0.8 sin (Zs — ^1) 



2s'^ = s'w((To,i — (t)AI, + 5'n(^o,2 — ^)^2.2 + • . • 

+ 5^n((To,2 + <To.3 — 2^1)^0,2^,8 cos(L8 — i,) 
+ s^n(<ro,i + <To,8 — 2éT)^o.iA3 cos(Z3 — Lj) 

+ ; 
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und au8 deu Gleichuugeii (3) ergiebt sich die nach$tehende direct, indem 
inan die Sumtne der Quadrate dieser Gleichungen biidet, 

£ = 5 { Aq^ i + Aq^^ + • • • } 

+ 25*^0. 1^0. 8 C08(L8 — Zr,) + . . . 

Durch Differentiation dieser Formel ergiebt gich der bereits angefQhrt€ 

Werth von £^7 uninittelbar. 

di 

Durch die Definition der Function s ist es an sich klar, dass die- 
selbe immer eincn reellen Werth haben muss. Wenn wir also von dem 
sehr unwahrscheinlichen Falle absehen, in welchem e den Werth Null 
erhalten känn, so dtirfen wir s^ als eine stets positive Grössc ansehen. — 
Setzen wir nun: 

A' = 5'{A*,, + <, + ...} 

und bezeichnen den grOssten positiven Werth von £f init H^ und den 
grössten negativen mit — Ä,, so ist nothwendig: 

A^ > //, 
Wir bezeichnen ferner: 

und schreibcn: 

es ist hierbei klar, dass die Function Ä — g^ zwischen den Grenzen — g^ 
und + 9x hin und her schwankt, sowie dass 

Ä' + i^a > 9x 
Setzen wir also: 

9, __ 2^ 



Ä' + ^. i+yJ" 
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fio ist U eine Function, welche iiamer zwischen den Grenze» — i und 
+ I eingeschlossen bleibt, und ^ eine Constante, deren Werth kleiner als 
die Einheit ist. Es ergiebt sich hiernach: 



^'=^^{' + 2>^+n 



aus welcher Gleichung die Function e ebenso wie v^e in gleichförinig con- 
vergenten Réihen entwickelt werden könhen, wobei die Glieder trigono- 
metrische Functionen der Argumente L^^ L^j . . . enthalten. Mit HtUfe 

des gefundenen Ausdruckes lässt sich die Function -i ebenfalls in 'der- 

fielben Weise entwickeln, /wonach eine ähnliche Entwicklung des Difife- 

d6 
rentials -rr hergestellt werden känn. Man bemerkt nun sehr leicht, dass 

die Coefftcienten dieser Entwicklung lineare Functionen der Grössen 
^j ^o,\j ^o,3> • • • sind, woraus folgt, dass das constante Glied, durch eine 
passende Bestimmung von (t, die noch zu unserer Verfögung steht, zum 
Verschwinden gebracht werden känn. Man crhält somit die Function 6 
idurch eine Reihe dargestellt, in der nur trigonometrische Functionen der 
Zeit vorkorninen. Wir nehmen hier an, dass die Reihe gleichförmig con- 
vergent ist; der Beweis för die Richtigkeit dieser Annahme ergiebt sich 
bei der Entwicklung der eleraentftren Glieder, die wir aber jetzt nicht 
mit in den Kreis unserer Untersuchungen hineinziehen. 

Wir gehen nun zur Aufsuchung des Integrals der Gleichung (5) 
ftber; ich beraerke dabei, dass die Förra, unter welcher ich hier das 
Integral darstellen werde, in gewissen Fallen, namentlich wenn s sehr 
klein werden öder gar verschwinden känn, durch eine andere mit Vortheil 
zu ersetzen ist. Diese andere Form findct sich in einer Abhandlung von 
Herrn Harzbk: Untersuchungen iiber evnen speciellen Fall des Problems der 
drei Körper dargestellt, welche Abhandlung vor kurzem in den Méraoires 
de Tacadémie des sciences de S:t Pétersbourg veröfféntlicht 
worden ist 

fl 

Die betreffende Gleichung erhält sogleich eine etwas.eiDfaehere, Form 
als die oben gegebene, wenn wir setzen: 

W+e=V', n'{X) + ^ = n'X; 
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es wird nehmlich nun: 

(6) ^ + w^ot' sin Fcos V = n'X, 

wenn wir a* statt e schreiben. 

Wenn nun a' eine Constante wäre und X den Werth NuU hatte, 
80 erhielte man das Integral der vorgelegten Gleichung durch elliptische 
Functionen, wie im zweiten Abschnitte gezeigt worden ist.. Wenngleich 
aber diese Voraussetzungen hier nicht zutreffen, so geben wir dem Inte- 
grale doch dieselbe Form, die es bei constantem a* und verschwindendem 
X erhalten wörde, indem wir sowohl den Modul als veränderlich ansehen, 
als auch dem Argumente eine Function der Zeit hinzugeftlgt denken; 
diese Grössen mUssen selbstverständlich in der Weise bestimmt werden, 
dass der obigen Gleichung gentlgt wird. 

Dem Gesagten gemftss setzen wir: 

wobei wir unter der Bezeichnung j-^ eine Function der Zeit verstehen, 
welche einen constanten Werth annimmt wenn a' unverAnderlich ist und 
X den Werth Null hat. 

Zur Bestimmung der Function ^ differentiiren wir die soeben auf- 
gestellte Gleichung, wodurch wir finden: 



dr' d V 

-!— = 2 

71 dt ndt 



d^r 



-YTTt + a^ sin Fcos v 



n*dt 



. . T^2 da* 
nät 



eine Gleichung, aus welcher man mit Rftcksicht auf (6) die nachstehende 
augenblicklich erlangt: 

Dem zweiten Integrale der Gleichung (6) geben wir die Form: 
(9) F"=amc (modÄ'=-) 
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wobei wir uns das Argument c als durch die Formel: 



(lo) 



2K 



I = ^ [//>^ + /;] 



gegeben denken. 

In dieser Formel bezeichnet K das, mit dem veränderlichen Modul A: 
berechnete vollstftndige Integral erster Gattung, welches jetzt ebenfalls als 
eine Function der Zeit anzusehen ist; T eine sogleich zu bestimmende 
Function und F^ eine Integrationsconstante. 



Fftr die Function 



dV 
ndt 



erhalten wir nun einerseits unter Berticksich- 



tigung der Gleichting (9) aus' der Gleichung (7) den Werth: 

dV 



ndt 



= r^n^; 



anderseits ergiebt sich aber durch Differentiation der Gleichung (9) 
unter Berucksichtigung von (10): 



ndt 



= dnf 



/2K\ 



r ^ dk 



F(/«' + 'Oii 



dt 



+ 



da.m$ dk 
dk It dt 



Nun findet man aber, mit Ijnlfe einer von Herm Hermite gegebenen 
Formel fftr die Differentiation . der eUiptischen Functionen hinsichtlich 
des Moduls: . 

(-) 



dåva^ 



dk 



= — dnf 



dk 



d$ 



womit das folgende Resultat erlangt wird: 



dV 
ndt 



= dnf 



^r 



TT 



kk 



I dloge^{$) dk 

ndt 



'« 



d$ 



Die Gleichsetzung der beiden Werthe Von dV ftihrt nun augenblicklich 
zu der Formel: 



('0 



r-JL I 2K d\0<r9,{^) dk 



2K 



kk' 



d$ ndt 



Durch die Gleichungen (9), (10) und (i r) ist I" als eine Function 
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von j' dargestellt worden; das erlangte Resultat ware nun in die Glei- 
chung (8) einzusetzen, wodurch man eine Differentialgleichung erhielte, 
aus welcher die Unbekannte ;- bestimmt werden könnte, da alle Qbrigen 
in den betreffenden Grössen als bekannt anzunehmen sind. Die Integra- 
tion dieser Gleichung liesse sich jedoch nicht direct ausffthren, sondem 
mösste man das Resultat auf dera Wege der Annäherungen suchen. — 
Wir woUen abcr diese Differentialgleichung unseren Untersuchungen nicht 
zu Grunde legen, sondern zunächst eine andere ableiten, durch welche k 
gefunden wird; hierauf werden wir eine zweite Differentialgleichung auf- 
suchen, durch deren Integration man zwar nicht j- selbst, wohl aber einen 
Theil des Integrales 

fyndt 

bestimmen känn. 

Die Relation zwischen den drei Grössen A, a und ^ giebt uns sofort: 



«-7^i 



r 

Hieraus ergiebt sich, indem • der Werth von rf^' aus der Gleichung (8) 
eingeftthrt wird, 



dk^ = 1 [[f — a' sin r)da' — 2a'XdVl 



öder : 



dk* k' ^^da' k'. ^ 

\*^/ ndt a* ndt a ' 



oder endlich: 



dk Är , ^o dfx k* 



(13) -=:idnf'^ — -Xdnf 

V »^z ndt a ndt a 

• 

Aus dieser Gleichung lasst sich ein bemerkenswerthes Resultat ableiten, 
wenn man sich die Annahme gestattet, dass die dritte Potenz von k neben 
der ersten vernachlassigt werden darf. Um dieses Resultat zu erhalten 

schreiben wir wie frOher ^ fQr k. Es ergiebt sich alsdann: 
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wonach inan dle Formel: 



— dnc« 



'o +/^*' 



f-: 



^'^dne» 



dn ^ndt 



aufstellen känn, wobei /-^ eine Integrationsconstante bedeutet. 

In tTbereinstimniung mit der soeben erwähnten Hypothese setzen 
wir nun dnf gleich der Einheit und folgern alsdann den Werth: 



(i6) &=-^ = 



I a 



To +fXndt 



Dieser Ausdruck repräsentirt eine wirkliche Annaherung, so oft k 
immer kleiner als i bleibt; durch Substitution dieses Werthes in der 
Formel (15) ergiebt sich ein genaueres Resultat, und man findet die ge- 
suchte Grösse mit jeder beliebigen Genauigkeit, indem man die Näherungen 
fortsetzt. Diesem Resulta te entspricht auch der Werth: 

(17) r = ro +fxndt 

womit wjr mit Holfe der Gleichung (11) den nachstehenden erhalten, 
indem wir fortwährend Grössen von der Ordnung k^ vernachlässigen, 

flndt = ro^t +fndtfXndt 

Nun ist aber, wenn wir uns der Bezeichn ungen: 

sn — s'n' + ö-zi = 2wA; se — s'c' -{- B = 2 A . 

bedienen, 

2{V— e) = 2Xnt + sZ + 2A; 

und setzt man hier den Werth von V ein, so wie sich dieser durch Ent- 
wicklung der Gleichung (9) ergiebt, nehmlich: 

V =zjrndt + /o H~ periodische Glieder; 

80 findet sich mit Rticksicht auf den soeben gefundenen Ausdruck i^vfrndt: 

^2Y^nt + 2/; + 2'/; + 2fndtfXndt— 2» 

= 2Ånt + 5Z+ 2A 
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• Wir haben hier die im Ausdrucke von V vorkoramende Suinine von 
periodischen Gliedern durch V^\ bezeichnet; wenn wir jetzt noch j-^ mit 
A, /^ mit A identificiren, so wird unser Resultat: 

(i8) ^=11 ^'^0 — ö +fndtfXndt\ 

Diese Ergebnisse sind selbstverständlich nur genäherte, und namentlich 
wÄre die Relation zwischen j^^ und Å noch sehr ungentigend, wenn es sfch 
um die Ausfohrung einer numerischen Rechnung handelte. Die strengeren 
Ausdröcke haben för die jetzigen Untersuchungen kein besonderes In- 
teresse; ich känn sie also hier bei Seite . lassen, und dies um so mehr, 
als man sie aus der Gleichung (15) in ähnlicher Weise ableiten känn, 
wie die Gleichungen (17) und (18) erhalten wurden. 

Erinnern wir uns der Beziehung: 

n\X) + ^ = n'X, 

so finden wir aus der Gleichung (18) diese: 
(19)' Z = ]\V'\+fndtf(X)ndt\ 

Aus der Gleichung (2) nehmen wir nun die nächste Glieder-Gruppe, 
die wir uns als in einem einzigen Gliede zusammengezogen denken, be- 
sonders heraus, und schreiben: 

]{X) = - fe, 8in(PF. + e,) coB{W, + 9,) +.f (X.), 

wobei Sj, Öj und TFj genau in derselben Weise aus den Gliedern der 
jetzt in Frage stehenden Gruppe gebildet werden, wie die entsprechenden 
Grössen ohne Index aus den Gliedern der ersten Gruppe; wir haben na- 
mentlich : 

2W, = 2Å,nt + 5jZ+ 2 A, 

Die Function -(XJ umfasst die Summe aller Qbrigen Glieder, welche 

nicht der zusammengezogenen Gruppe angehören. 

Wir sjerlegen nun Z in 55wei Theile, Z^ und Z', und denken uns 
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dabei den Theil Z^ als bekannt, d. h. aus den bekannten Gliedern in dem 
Ausdrucke (19) zusammejigesetzt. Hierauf entwickeln wir sinZ^ nach 
den Vielfachen der Argumente, welche in Z^ vorkomraen, bezeichnen das 
constante Glied dieser Entwicklung rait P^ und setzen endlich: 

^1 = a? 
2Fj = 2X,nt + s,Z + 2Aj + 2B^ 



n'X^ = n\X^) + 



dt' 



Durch zweimalige DifFerentiation der Gleichung (19) ergiebt sich jetzt: 

(20) ^ + n V sin Fl cos Fl = n'X, , 

welche Gleichung genau wié (6) zu behandeln ist. 

Bei der Herstellung der Gleichung (20) haben wir gewisse Glieder, 
die nicht unraittelbar bekannt sind, allerdings vernachlässigt, tiehinlich 
die, welche von den Argumenten 2 (A + ^J^^y 2(A — \)nt, u. s. w. ab- 
h&ngen. Diese Glieder können aber, sobald Z' mit Htllfe der Gleichung 

(20) einmal bestiramt worden ist, leicht berechnet werden und sind immer 
als sehr kleine Grössen anzusehen; wir können sie daher nach und nach 
der Function W^ hinzuftigen. Nachdem dies festgestellt worden ist, haben 
wir: 

Z =-V 

und erhalten, nach Integration der Gleichung (20), ein ähnliches Resultat 
hinsichtlich des Haupttheiles von Z', den wir durch Z^ bezeichnen woUen, 
vorausgesetzt, dass der Modul &, immer kleiner als i bleibt. In ahn- 
licher Weise ist nun fortzusetzen, und man findét, wenn die Moduln sich 
immer kleiner als i ergeben, ein Resultat der Form: 

(21) • Z = l9\+liir^+l9r, + ..., 

also eine gleichförmig convergente Reihe, da die Functionen V^j W^j ... 
im Allgemeinen kleine Grössen sind, aber nicht ftber eine gewisse Grenze, 
die als eine Gröss^ nullter Ordnung anzusehen ist, anwachsen können, 
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Ergiebt sich aber einer der Moduln als eine Function, deren Werthe 
iminer Qber i liegen, so bricht die Reihe (21) bei diesem GHede ab, und 
die entsprechende Gleichung der Form (6) öder (20) rauss, damit das In- 
•tegral derselben sogleicli unter der anschaulichsten Form erhalten werde, 
in einer, von der vorher befolgten, etwas abweichenden Weise behandelt 
werden. 

Wir nehmen hier wicder an, dass sich das crste Integral der Gleichung 
(6) — öder auch der Gleichung (20), denn die Rechnung bleibt inimer 
dieselbe — durch die Form: 



\ndt) ' 



ä' sin V 



darstellen lässt. Hinsichtlich des zweiten Integrales setzen wir aber vor- 
aus, dass dasselbe mit Holfe der Gleichungen: 



(22) 



sinF = /snjy 
cos F = dn jy 



(mod./ = ^ 



a. 



zu finden ist, indem wir bezeichnen: 



(23) 



yt = '±\J Andt ^ A^ 



und denken uns dabei A als eine noch zu bestimmende Function von <, 
und A^ als eine Integrationsconstante. 

Aus den obigen Relationen findet sich sogleich: 

(24) '^ = rc"'?5 

man erhålt aber einen zweiten Ausdruck fttr dieses Differential, indem 
man eine der Gleichungen (22) differentiirt, und nachher cos F öder sin F 
mit Hölfe der anderen eliminirt. Man findet somit: 

dV /cniy dami; sniy dl 

ndt ånri ndt ånyj ndt 

und hieraus ergiebt sich in Berttcksichtigung der Gleichung: 



ddkmTj _j 

ndt 



2Lj^ l^ dlog9,(rj) dl^ 

TT 11'^ dfj ndt 
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der Ausdruck: 



JK 

ndt 



= Icu 



2L 



A — 



1 dlo^&^(7^) dl 



t: 



U 



'» 



drj 



ndt 



+ : 



8D 7} dl 



duTj ndt 



Mit HQlfe der bekannten Relation: 



drj drj cn^jdnjy 

lasst sich die vorstehende Gleichung indessen wesentlich vereinfachen; es 
wird: 



ndt 



= Zcn 



2L 



A — 



I d\o^B^{7j) dl 



II 



/« 



dri 



ndt 



dV 



Dieser Werth von —ri niuss nun dera frtlheren, durch die Gleichung (24) 

gleich sein, aus welcher Bedingung die nachstehende Relation sogleich 
gefolgert wird: 



(25) 



t: 
jr^ 2L dlojre^irj) dl 

2L '^ ir drj ndt 



Im Gegensatz zu dem, durch die Gleichung (11) gegebenen Werthe 
von /', welcher offenbar fftr jeden Werth von f endlich bleibt, ist ein 
ähnliches Verhalten in dem soeben gefundenen Ausdrucke nicht unmittel- 
bar wahrzunehmen. Die betreffende Eigenschaft von -4, fOr jeden Werth 
von Tj endlich zu bleiben, leuchtet aber unmittelbar ein, nachdem man 

den Werth von 

Weil: 



dl 
ndt 



substituirt hat. 



dnc = cnjy, 



känn die Gleichung (14) auch wie folgt geschrieben werden: 



dl 

ndt 



X I da n 

— cmn Tzcniy 

a ' a ndt ' 



Dieser Werth soll also in die Formel (25) eingeföhrt werden; ersetzen 
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wir dabei die Function 0^ durch Ö^, indem wir von der bereits ange- 
fQhrten Relation Gebrauch inachen, so erlangen wir: 



(26) 



TT 



A=-^a — 



2L 



TT 
2L 



X snri I da snrjchyj 

al dnr) , a ndt ånrj 



+ - — 



al 



cniy — 



I da 
a ndt 



cn^ 



djj 



Dieser Formel fOgen wir die Gleichung (15) hinzu, nachdem wir in der- 
selben das Argument ^ gegen rj vertauscht haben; es wird alsdann: 



(27) 



l = e 






r. -/f «^- 



cnij' 



cnrjndt 



Dass die Entwicklung dieses Ausdruckes ftlr / im Allgemeinen con- 
vergent sein känn, erkennt man leicht. Wenn aber die Glieder in X, die 
wir uns zunächst als vöUig bekannt denken, so besehaffen wären, dass die 
Entwicklung des Integrales: 



(«) 



/f 



ndt 



nicht convergirte, so mösste die Entwicklung des Integrales: 



(/^ 



/ — en rjndt 



im Gegentheil convergent sein; dies jedoch nur unter der Voraussetzung 

dass — nicht géwissermassen aus zwei Reihen zusammengesetzt wftre, von 

denen die eine im Integrale (a) und die zweite im Integrale (y9) das Auf- 
hören der Convergenz veranlasste. Bei der ersten Annaherung sind Reihen 
der zweiten Art höchst unwahrscheinlich, und wir brauchen einen der- 
artigen Fall gar nicht in Betracht zu ziehen, weil alsdann der Modul / 
nicht so klein sein könnte wie hier vorausgesetzt wird; man wHrde also 
auf die vorher aufgestellten AusdrQcke zuröckkommen, wo k kleiner als 
I vorausgesetzt wurde. — Bei der zweiten Annäherung kommen aber 
Reihen zum Vorschein, von denen man zunachst vermuthen könnte, dass 
sie, in das Integral {fl) elngesetÄt, das Aufhören der Convergenz veran- 
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lassen wtlrden. Dass aber auch dies nicht der Fall ist, lässt sich durch 
folgende Betrachtungen nachweisen. 

Aus der ersten der Gleichungen (22) findet man: 

V = arcsin(/8niy) 

und weil I kleiner als i angenommen wird, so convergirt die Reihe: 

F=/sn^+i'^^+... 
''23^ 

gleichförmig und die betrefifende Function ist eine rein periodische Func- 

« 

tion von tj. BerOcksichtigt raan diesen Werth von F bei der Gleichung: 

2V = 2Ånt + sZ + 2A + 2», 

so schliesst man sogleich, dass A gleich Null, sowie dass die Constante in 
gleich A sein rauss. Die Sinusse der Argumente: 

2X^nt + s^Z + 2 A, + 2Ö, 

zerlegen wir nun in die Theile: 

G^&in{2Å^nt + 2A, + 2Ö,) + Ä", cos(2^»/ + 2A», + 2Ö,), 

und erkennen leicht, dass die Functionen G^ und H^ in Potenzenreihen der 
Formen : 

H, = H^.osniy + Ä, isniy' + . • . 

zerfallen, welche Reihen fnr alle reellen Werthe der Veranderlichen tj 
gleichförmig convergent sind. Bilden wir nun die Glieder der Function 
(X) und setzen sie in das Integral (ft) ein, so erhalten wir Ausdröcke 
der Form: 

fY^cnrjmUy JY^snrjcnrjndty jY^^iMfj^Qurjndty... 

Man bemerkt nun leicht, dass die Entwicklungen dieser Ausdröcke nicht 
nur convergiren, wenn die Coefficienten A,, A^, ... in der Weise ab- 
nehmen, dass die Entwicklungen von: 

fY^ndt, fY^ndt, fY^ndt,... 
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diese Eigenschaft nicht hatten, sondern auch dass die betre£Penden Aus- 
dröcke immer relativ kleine Werthe haben inttssen. 

Die vorhergehenden Betrachtungen entscheiden aber nicht öber das 
im Ausdrucke von tj [Gleichung (23) und (26)] vorkommende Integral: 



/ 



—j sn i^ndt 



AUerdings wird man in der ersten Annäherung — ganz unwahrschein- 
liche Ausnahmefalle ausgenommen — ein convergentes Resultat erwarten 
mössen, allein in der zweiten Annäherung wörde man ein Glied der Form: 

finden, und tlber die Convergenz der Entwicklung derselben beså gen die 
Untersuchungen tlber das entsprechende Integral im Ausdrucke ftlr I 
Nichts. Immerhin ist es sehr unwahrscheinlich, dass die betrefFende Ent- 
wicklung wirklich divergent ist, und namentlich viel unwahrscheinlicher, 
als dass man bei dem Doppelintegrale: 

fndtjY^ndt 

eine divergente Entwicklung findet, sondern hat man in der Regel bloss 
sehr grosse Glieder von sehr langer Periodc zu erwarten. Nichts desto we- 
niger erscheint der Fall nicht gänzlich ausgeschlossen ~zu sein, dass die 
Form des Integrals der Gleichung (6), die wir in den Gleichungen (22) 
voraussetzen, nicht gentlgt Ein solcher Fall känn 'aber auch aus einer 
anderen Ursache, die an sich viel wahrscheinlicher ist, als die Nichtcon- 
vergenz der oben bezeichneten Reihe, eintreten, nehmlich durch das Ver- 
schwinden der Function 1. Wir werden sogleich eine, diesem Falle ent- 
sprechende Form des betrefFenden Integrales aufsuchen, zuvor aber noch 
einige Bemerkungen in Betreff der Formel (27) den vorhergehenden hin- 
zufftfifen. 



/da , /Vo 



cnr/ 



Das Vorhandensein der Factoren e ^ "^ und 6^' " abt keinen 
entscheidenden Einfiuss auf das Verhalten der Function / aus, jedenfalls 
können sie die Convergenz der Entwicklung nicht beeintrftchtigen. Ein 

Aetm mmthematica. 9. Imprimé le O Mart 1887. 36 



282 H. Gyldéa. 

anderer Umstand ist von grösserer Bedeutung. Die Function X jenthftlt 

nehmlich das Glied: 

d*9 

und zwar ist dieses eine Grösse zweiter Ordnung hinsichtlich der stören- 
den Krafte, aber nur ausnahmsweise, durch das Vorhandensein anderer 
Factoren, einer höheren Grössenordnung beizuzahlen. Ganz in derselben 
Weise verhalten sich die, den späteren Gliedern in (X) angehörigen Func- 
tionen #j, #j, ...; ihre zweiten DifFerentiale sind wohl Grössen zweiter 
Ordnung, aber nur in kaum denkbaren Ausnahmefällen noch wesentlich 
kleiner. Durch die in der Gleiehung (27) vorausgesetzte Integration werden 
nun diese Differentiale durch Grössen von der Ordnung al dividirt. Diese 
Divisoren sind zwar erster Ordnung hinsichtlich der störenden Krafte, 
gehören aber einer desto höheren Ordnung der Excentricitaten an, je 
grösser die ganze Zahl v ist und können also eine wesentliche Vergrös- 
serung des Integrationsresultats veranlassen. Dass die Function / beständig 
kleiner als i bleibt ist also desto unwahrscheinlicher, je grösser die Zahl 
v ist. 

In der Theorie der von Jupiter bewirkten Störungen des kleinen 
Planeten Pallas findet sich ein kritisches Glied, öder richtiger eine Gruppe 
von kritischen Gliedern welche von den Zahlen ^3= 7; 5j= 18 abhangt. 
In Folge dieses Urastandes hat Galss die Vermuthung ausgesprochen, 
dass die mittleren Bewegungen beider Planeten genau im Verhaltnisse von 

7 • - • ' • 

-^ zu einander stehen. Abgesehen nun auch ganz davon, dass hier aiif die 

Coexistenz mehrerer Glieder öder auf die voUstandige Form der Argu- 
mente nicht Rticksicht genominen worden ist, erscheint uns diese Ver- 
muthung nach den vorhergehenden Untersuchungen als sehr wQnig be- 
gröndet. Hier ist nehmlich aj eine Grösse 1 1 ^' Ordnung hinsichtlich der 
Excentricitaten, so dass die Function I jedenfalls nicht immer als eine 
kleine Grösse anzusehen ist. Anderseits bleibt aber doch die Möglichkeit 
ofifen, dass Libration stattfindet. Die Darstellung des Integrals der Glei- 
ehung (6) durch die Gleichungen (22) wird nehmlich, wie wir schon her- 
vorgehoben haben, in gewissen Fallen unmöglich, und solche Falle treten 
namentlich dann ein, wenn die Schwankungen von I erheblich sind und 
diese Function dabei sehr klein werden känn. In solehen Fallen känn 
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man die iin vorhergehenden Abschnitte auseinandergesetzte Methode in 
Anwendung bringen, indem man sämmtliche coordinirte Glieder einer 
Gruppe, mit Ausnahme desjenigen, bci dem c*?,./^ — s'^h' + a^^n verschwin- 
det, der Function (X) hinzuftigt. Man erhält lalsdann in der Gleichung 
(25) des vorigen Abschnittes eine Anzarhl Glieder, bei denen die fi der- 
selben Ordnung wie a' sind. Es ist aber doch möglich, dass die Reibe: 



1 TT 



''^ sin(^^ + ^J + ... 



2Ly' , V« 



(-.¥)-«■ 



convergirt, und dies ist immer der Fall, wenn die Coefficienten X sÄmmt- 



a 



lich wosentlich grösser als -= sind. Dieser Bedingung känn aber nur 

genilgt werden, wenn a^ sehr klein ist, jedenfalls kleiner als eine Grösse 
zweiter Ordnung hinsichtlich der störendcn Kräfte. Bei den Jupiter- 
störungen des Pallas wCirde dies nun zwar zutrefFen, so dass wir die an- 
gefohrte Entwicklung von V, als convero^ent denken können. Wir mQssen 

o 010, 

hierbei jedoch berQcksichtigen, dass es genttgt, wenn ein einziger der Coef- 
ficienten A von derselben Ordnung wie a ist, damit die Function V^ als 
eine Grösse nullter Ordnung erscheine, und in diesem Falle wird auch I 
als eine Grösse nullter Ordnung zu betrachten sein. Aber auch wenn 
die Glieder in F^, an die wir jetzt gedacht haben, sich als sehr klein 
erwiesen, mttsste man doch, bis eine genaue Berechnung das Gegentheil 
ergiebt, die Existenz der Libration als höchst unwahrscheinlich ansehen. 
Damit ein Librationsglied tlberhaupt vorkommen känn, muss nehmlich, 
wie wir aus der vierten Gleichung des Systems II im zweiten Abschnitte 
erkennen, das Verhaltniss: 

sn^ — 8 11 + mi 

eine kleine Grösse sein, und wenn dieser Bedingung gentlgt ware, mösste 
aberdies die Grösse sin !>' einen kleinen Werth haben. Wir können nun 
zwar annehmen, dass die Grösse: 

einen verschwindend kleinen Werth habe; weil aber die Differenzn^ — n^ 
nicht nur von den Störungsgliedem der r**" Gruppe, sondern auch von 
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# 

denen der vorhergehenden Gruppen beeinflusst ist, so mössen wir es als 
unwahrscheinlich bezeichnen, dass diese Diflferenz und also auch die Grösse 
s^nQ — 5^n' + ^r^* einen ira Verhältnisse zu a^ kleinen Werth habe. Auf 
Grund dieser Betrachtungen dtlrfen wir es als eine allgemein gtlltige Regel 
ansehen, dass characteristische Glieder niedrigster Ordnungen tlber die 
Natur der Bewegung hinsichtlich des Vorkommens von Librationsgliedern 
entscheiden; wenn also bei diesen Gliedern eine solche Ungleichheit nicht 
existirt, so werden die folgenden characteristischen Glieder, wenn sie auch, 
fiir sich betrachtet, kritisch werden könnten, nach dem Schema, welches 
durch die Gleichung (21) angedeutet ist, zu berechnen sein. — Die An- 
sich t, dass Libration nur bei den ersten Gliedern in der Entwicklung der 
Störungsfunction anzutreften ist, hat tlbrigens schon Hansen ausgesprochen, 
ohne dieselbe jedoch, so viel ich weiss, Trgendwie begrftndet zu haben. * 

Die oben in Aussicht gestellte zweite Form des Integrales der 
Gleichung (6), welche fttr den Fall, dass I eine kleine Grösse, anwendbar 
ist, findet sich, nachdem man die Grösse sin FcosF nach den Potenzen 



^ Hans£N, Äuseinan (Urset zung einer zweckniässigen Methode zur Berechnung der ah- 
soluten Störungen der kleinen Planeten, I, p. 187. Möglioherweise sicht er die BegrttDdung 
in einer ähnlicheD Bemerkung, wie derjenigen, welche man hierauf bezUglich in dem Wcrkc 
des Herrn A. Gautier, Essai kistorique sur le probléme des trois corps, findet. Es 
handelt sich hier um die Integration einer Gleichung der Form: 

• 

Durch Näherungen findet sich: 

u =. /rsin(^//y + h) + -_-_—- + ... 

wobei k und h die Integrationsconstanten bezeichnen. Die angefuhrte Keihe convergirt 
ofi^enbar^ wenn die Perioden der Gliedcr in ^ sehr läng im Vergleich zu der des ersten 
Gliedcs sind. Uierbei darf aber fi nicht beliebig klein sein, wenn die Glieder in fp gegeben 
sind, und wcil die Libration das erste Glied der obigen Keihe ist, so folgert man^ dass sie 
nur bei nicht zu kleinem Werthe von y9 stattfinden känn. 

Die erwähnte Sohlussfolgcrung ist indessen sehr mangelhaft^ weil sie weder auf 
die Glieder kurzer Periode, noch auf die Glieder, welche mit u', w*, u. s. w. multi- 
plicirt sind, Rttcksicht nimmt. Eine eingehendere Untersachung dieser Art wird oben im 
Texte gegeben. 
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von V entwickelt hat. Nach dieser Entwicklung ergiebt sich aus der 
Gleichung (6) dic nachstehende : 

An Stelle von t ftthren wir eine neue Veränderliche u ein, indem* wir 
die Relation: 

(29) du = andt 

feststeilen; die obige Gleichung geht nun in folgende flber: 

, X d'V . \ da dV , ,. 4V' , I Y 

^3o>' -d^^ + adudu-^ ^ ~ rr:^ + • • • = ^»^ 

Aus dieser Gleichung können wir leicht eine andere ableiten, bei welcher 
das voui ersten Differentiale der gesuchten Grösse abhängige Glied nicht 
vorhanden ist. Zu diesem Zwecke setzen wir: 

(31) r=-5=* 



v'« 



und erhalten: 



(32) 3— , + h+-(-T-) TI * — -^-* + ••• = -T-2f 

^^ ^ dtt* ' |_ ' 4\adu/ 2 a dw'J 3a' «i 

Diese Gleichung lässt sich leicht mittelst Annäherungen integriren; urn 
hierbei jedoch keine Glieder zu erhalten, welche die unabhängige Ver- 
änderliche u ausserhalb des Sinus- öder Cosinuszeichcns erhalten, addiren 
wir, rechts und links, zu der obigen Gleichung die Grösse — y?*, wobei 
wir mit y9 einen congtanten, vorläufig noch unbestimniten Coefficienten 
bezeichnen. In erster Annäherung integriren wir die Gleichung: 

wobei wir in den Argumenten der Glieder, welche in X vorkommen, Ä 
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gkich Null setzen. Das Integräl dieser Gleichung wird alsdann, indeift 
j) und P zwei Integrationsconstanten bezeichnen, 



(33) ^"^ i;siii(vi — I3u + F) 



CO8 v I — 



v I — flu i X . ^ , s\u\i—fiu I X 

— I —3 sin VI — p udu + - — I - H ^os v I — puda 

Diesen Werth setzen wir hierauf in die bis jetztunberticksichtigten Glieder 
der Gleichung (32) ein und bestinunen dabei die Constante y9 in der 

Weise, dass die Summe der von sin (vi — /iu + P) abhängigen Glieder 
verschwindet. Die Gleichung, welche somit entsteht, känn wieder inte- 
grirt werden, wodurch man ein genaueres Resultat erhält. Mit diesem 
lässt sich eine genauere Bestimmung des Coefficienten y9, sowie eine dritte 
Annäherung des gcsuchten Resultates durchftlhren. In dieser Weise wird 
man eine Entwicklung von * erhalten, die immer convergent ist, wenn 
die Constante p^ ebensowie die Coefficienten der Glieder in X und da kleine 
Grössen im Verhältnisse zum numerischen Betrag der Function a^ sind. 

Die Anwendung der soeben in ihren Grundlinien dargelegten Methode 
ist ineistens derjenigen vorzuziehen, welche auf die Annahme gegrttndet 
ist, dass die Form des Integrals durch die Gleichungen (22), (23) und 
(24) gegeben ist. In rein theoretischer Hinsicht ist aber letztere Methode 
von grösserem Interesse, weil die durch sie bedingte Form mit derjenigen 
unmittelbar verglichen werden känn, welche för die Fälle gilt, wo der 
Modul k kleiner als die Einheit ist. Der 0bergang von den Ausdrtlcken, 
welche von dem einen Modul abhängen, auf die, welche Functionen des 
reciproken Moduls sind, ist jedoch nicht tlberall leicht auszuftlhren. Nach- 
dem aber die betreffenden Formelsysteme von den complementaren Moduln 
abhangig gemacht worden sind, ist der Nachweis ihrer Identitftt sehr 
einfa-ch. 

Um die Reduction auf die complementären Moduln durchzufuhren 
schlagen wir den folgenden Weg ein. 

Zwischen dem jetzt anzuwendenden Argumente c und der Zeit stellen 
wir die nachstehende Relation fest: 

(34) e = ""-^[f nidt + r^ 
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urid nehinen zugleich an, dass das Integral der Gleichung (7) dureh die 
Form : 



(35) 



T 



"= amf ( 



a 



mod k = - 
T 



dargestellt werde. 

Die bekannte HERMiTE'8che Formel fttr das Differential von am^ in 
Bezug auf k' lasst sich leicht so nmstellen, dass die in derselben vor- 
koinmenden elliptischen F.unctionen von dem Modul k' abhängen. Hierzu 
ist nur nöthig, die Werthe: 



rf log ©.(f) _ 



rf? 






d log g. (tf ) 
d? 



K—E 



ft' = 



-( 



K — E' 



K 



— k'^) 



TT 



2 K K' 



in die betrefifende Formel einzusetzen. Es enteteht somit der Ausdruck: 



d am c 
'~dk~ 



_ ^liif [ / ^' — ^' 7 /u\ -/ , 






1 



Weil a ber: 



d 



2 K' 



ii 



K — E ' 
K 



.'» 



2A" 



dV 



k'k 



r 



so lässt sich das gefundene Resultat auch folgendermassen schreiben, 
wobei wir den, durch die Gleichung (34) gegebenen Werth von ^ ein- 
setzen, 

" 2K' 



d ain f Ä* 1 „ 
—dk=k''^''' 



d 



,^,- ( / /-w/ + /■; - ^;- 



I d log Ö, (Ve ) 



c/f 



Mit Rticksicht hiorauf, sowie auf die Relation: 



cZamc 
~~dk~' 



k d am c 
k' dk 



ergiebt sich aus der, durch Differentiation von (35) unmittelbar hervor- 
gehenden Gleichung: 

2 K' 



dV^ 

ndt 



^ dn f 



V^" + w(/'"-^' + ^-) 



dk- 
ndt 



+ 



damf dk' 
dk' ndt 
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die nachstehende: 



ndt 



dnf 



2K; j_ dlog9,{i$') dj^ 

t: - """W' d^ ndt 



An Seite dieser Gleichung stellen wir die Relation: 

dV 



ndt 



= rdnf, 



wodurch die Bedeutung der Function ;- festgestellt wird, und erhalten, 

dV 
durch Gleichsetzung beider Werthe von —t: die Formel: 



;: 



^^^ 2 K' J^k* df ndt 

1 

Das Resultat, welches' aus diesem Ausdrucke gewonnen wird, wenn 
man q' gegen — g' vertauscht, werden wir durch A' bezeichnen; wenn 
wir dabei die Relation 

bestehen lassen, ist zunächst: 

dlogg.(if) _ «ilogg( ty'). 

und da Qberdies die Relationen: 

„, jj, dk' di I 

stattfinden, po ergiebt sich: 



(37) ^' = ^«-7r 



^ 2U d log ejlrj') dl' 

dyj' ndt 



Diese Formel wollen wir nun aber aucTi direct begrönden. 

Es sei nun angenommen, dass das Integral der Gleichung (6) durch 
die Relationen (22) und (24) gegeben ist; statt des Ausdruckes (23) 
nehmen wir aber den folgenden an: 

(38) 'y' = v I Z^'*"'' + ^'J ' 
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soy dass wir jetzt haben: 



(39) 



sin V = Zsngy' 
cos V = dn gy' 



(mod = Z) 



(40) 



dV 



Es soll jetzt nachgewiesen werden, dass die Function Ä' in dem Argu- 
mente rj' durch die Formel (37) gegeben ist 

Durch Differentiation einer der Gleichungen (39) findet man: 

dV Icnyf dQ,jn7f butj' dl 

. ndt dngy' ndt dn^y' ndt 

» 

Icnyj' dfimrj' I' sngy dl' 

dngy' ndt I dnrj ndt 

welcher Ausdruck mit Rttcksicht auf den Werth: 



d ani rj' , 
ndt 



(2L; i \1 log 9,(17)') dl^ 

TT "^n* drj' ndt 



und auf die Gleichung (40) die nachstehende Form annimmt: 



^cngy' = IsriTj' 



2L' I d log e,(irj') dl' 



dr)' 



ndt 



r sn^ dl^ 
I dii^' ndt 



Vermöge der Beziehungen: 



d logö, (iyf) d logOiiTj) .,,^ siitYcn irj 

difj drj åuirj 



dn^"" 



. sn irj , 
* — r-7 5 

QllXTj 



cnyj 



cnti^ 



erhalt man nun unmittelbar . den Ausdruck (37) wieder. Wir haben also, 
durch die soeben auseinandergesetzte Analyse, zur Evidenz gebracht, dass 
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die Formeln (36) und (37) sich gegenseitig ersetzen und aus einander 
folgen, wenn q' in — q' tibergeht. In beide Formeln mtissen wir aber 
noch den Werth von dk', resp. dl' einsetzen, bevor die Natur der durch 
sie dargestellten Functionen als gentigend aufgedeckt anzusehen ist 

Durch fthnliche Betrachtungen wie diejenigen, welche zu der Glei- 
chung (12) föhrten, findet man jetzt: 



(41) 



dk 



/« 



ndt 



= 2 8y dntf _ r da^ /dnif y 
a . cuiC a* ndt \cni$'/ 



und wenn man k'^ als eine kleine Grösse ansieht, deren Potenzen man 
in der ersten Annäherung vernachlässigen darf, so erhält man diese Func- 
tion durch Integration der Gleichung: 



(42) 



dk'* _ , r£ d^ / dntf x' 3 „dDt, 
ndt La' ndf Vente'/ « en i 






I da* /dni$'\ 2 ^dni^ 



a* ndt \ 



cutf, 



a en {$' 



Dieser Werth, in die Formel (36) eingesetzt, giebt uns: 



71 



„ jr^ I 2K dlogg.(tr) 



I da* /dnif \» 2 „dntf 



2 K' 



2 k'*k 



dr 



I) 



a* ndt \cn *" 



a cni^ 



Tt 



I 2s:' dioge,(tf) 



2 fc' 



rff 



J_ rfa^ / dntf y 3 ydni 
a* ndt \ en if / a en i 






oder, wenn wir nur Glieder der hier in Åussicht genommenen Grössen- 
ordnung berticksichtigen, 



(43) 



r = 



_5_ Tt n dlogg,(if) 

2Ä' ' "•" 2fc" 2fi:' df 



I da* /datf\« 



I da' / 
a' ndf \ 



cnif, 



dntfj 



a cnic 



I TT dlogg,(tr) i ydnif 
"^ 2 2iC' df a cntf 
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Durch ganz ähnliche Betrachtungen ergeben sich nun auch: 



(44) 



dl 

ndt 






I da* I 



dt cnt)^ 



.•_'t 



-X-L-l 



l da* I 



'-X ' 



a* ndt cntY* a cniij 



(45) 



A' _ JL„ ' n- d log g (ty) 

2L' 2i"2L' d^' 



I da* 



Ix ' 



a} ndt en iyj* a cntjy' 



I n dlogg(ty) I .y I 
' 2 :^L' d^' a cnty^ 

welche Ausdrftcke tlbrigens aus den Gleichungen (42) und (43) hervor- 
gehen, wenn man g' in — q[ ftbergehen lässt. 

Die nahere Entwicklung dieser AusdrOcke mössen wir hier öber- 
gehen; dieselbe wtlrde gegenwärtig auch kaum ein Interesse darbieten, 
das im richtigen Verhältnisse zu der damit verbundenen Arbeit stände. 
Man bemerkt aber leicht, dass die betreffenden Entwicklungen zunächst 
nach Partialbröchen, welche Exponentialfunctionen enthalten, vorgenom- 
men werden muss. Man tlberzeugt sich ferner, dass die Glieder in Z 
und in a' so beschaffen sein können, dass nicht nur die Entwicklungen 
convergiren, sondem dass auch die Function ä'' öder V^ immer einen sehr 
kleinen positiven öder negativen Werth beibehält, und endlich, dass die 
betreffenden Entwicklungen auch dann nicht zu galten aufhören, wenn 
der Zeichenwechsel bei dem Werthe dieser Functionen eintritt, öder wenn 
g' in — g' ttbergeht. 

Es erttbrigt noch, der Formel: 

dy dnif Y ^ /sni^X* da 

ndt cni$ y \cntf/ ndt 



zu erwähnen, eine nothwendige Folge der Form, welche för die Darstel- 
lung des Integrals der Gleichung (6) vorausgesetzt wurde. Diese Formel 
enthalt tlbrigens dasselbe, was durch die Gleichung (41) ausgesagt wird, 
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und lässt sich auch aus dieser herleiten. Wir bemerken noch, dass man 
die obige Gleichung durch die nachstehende ersetzen känn: 



dy X a ndt 

ndt cntY /'cniY* 



a 



und endlich, dass nach Entwicklung von - = Ä, nach den Potenzen von 
Ä'^ oder r^y die Ausdrticke: 

dy ^dnic da /snifX^ i ^ ,^ da /snif 



ndt en i^ ndt 






und: 



</« tia 






nrf< cntY cniY* 2 en ty* 

gewonnen werden. Man tibersieht auch hier leicht, dass die Glieder in X 
und a' derartig sein können, dass der veränderliche Theil von j- duroh 
eine convergente Entwicklung dargéstellt wird und dabei stets sehi* klein 
bleibt. Wenn aber Glieder in X oder a^ vorhanden sind, welche in j^ 
oder auch in k'^ oder in V^ so erheblich vergrössert werden, dass die 
beiden letzteren Functionen nicht als stets sehr kleine Grössen anzusehen 
sind, so ist die zuletzt untersuchte Form des Integrals der Gleichung (6) 
nicht mehr zur Darstellung dessélben geeignet. Man wHrde aber auch 
in solchen Fallen keine Veranlassung haben, sich dieser Form zu bedienen. 
Denn wenn auch die erste Aniiäherung zu Werthen der Integrationscon- 
stanten ftlhrte, welche die Existenz eines Librationsgliedes mit einem, 
der Einheit nahe kommenden Coefficienten als wahrscheinlich erscheinen 
liessen, die spateren Annaherungen mtlssten doch, falls erhebliche Glieder 
durch dieselben entstehen, eine solche Libration als nicht vorhanden * hin- 
stellen. Man wtlrde in solchen Fallen das Integral wahrscheinlich nach 
Maassgabe der Gleichung (21) darstellen können, oder, wenn dieses sich 
als nicht ausftihrbar erwiese, durch eine der Formen, welche wir im dritten 
Abschnitt^ dieser Untersuchungen betrachtet hab^n. Eb wftren alpdann 
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diejenigen Glieder, welche besondere Schwierigkeiten verursachen, fQr sich 
zu behandeln, und der Integrationsprocess hinsichtlich des entsprechenden 
Theiles der Function Z nach den daselbst gegebenen Vorschriften vor- 
zunehmen. 



Nachdem wir nun das fOr unsere Untersuchiingen abgesteckte Feld, 
in verschiedenen Richtungen durchforscht haben, möge es uns noch ge- 
stattet sein, einen Uberblick auf die Bedeutung der gewonnenen Resul- 
ta te zu werfen. ^ 

Vor Allem sei bemerkt, dass wenn die Entwicklungen der mit Z und 

-TT bezeichneten Functionen gleichförmig convergent sind, so convergiren 

auch in derselben Weise die analogen Entwicklungen der tlbrigen Bahn* 
elemente des gestörten Körpers, und zwar werden diese Entwicklungen in 

ähnlicher Weise convergiren wie diejenigen, welche för die Function -^ 

zur Geltung kommen. Wir^ abergehen den Beweis dieser Behauptung, 
deren Richtigkeit tlberdies sehr leicht erkannt wird. Hatten nun unsere 
Untersuchungen auch die elementären Glieder umfasst, so wären wir 
bei dem Beweise fOr die Stabilität des Sonnensystems angelangt öder 
könnten diesen Beweis auf Grund der gewonnenen Resultate sehr leicht 
aufstellen. Denn die gefundenen Ausdrtlcke enthalten nur Glieder, deren 
Werthe innerhalb gewisser Grenzen hin und her schwanken, dieselben 
aber jedenfalls nicht tlberschreiten. Die Coordinaten lassen sich oflFen- 
bar durch ähnliche Ausdrticke darstellen, und weil zur Herstellung der- 
selben aus den bekannten AusdrQcken för die Elemente keine Integration 
auszufohren ist, so känn man bei den Werthen, welche im Sonnensysteme 
den Modularelementen (Modul der Entfernung, der Excentricitat und der 
Neigung) zukommen, ohne weiteres auf die gleichförmige Convergenz 
der fftr die Coordinaten geltenden Entwicklungen schliessen, sobald die 

Convergenz der Ausdrtlcke ftlr Z und -tt nachgewieseh worden ist. 

In den vorhergehenden Auseinandersetzungen ist aber gezeigt worden, 

wie die Functionen Z und -77 in der einen öder ai^dern Wejse m Reihe» 

at 



/ 
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entwickelt werden können, welche för einen Zeitraum von unbegrenzter 
Dauer gleichförmig convergiren; wir schliessen daher, indem wir an den in 
dieser Abhandlung gemachten Voraussetzungen festhalten, — hinsichtlich 
der En twickl ungen, welche die Differentiale der Eleraente darstellen — 
dass das Vorhandensein von characteristischen Gliedern die gleichförmige 
Convergenz der Entwicklungen zur Darstellung der Coordinaten nicht auf- 
heben känn. In zweiter Linie schliessen wir hieraus, dass kleine Än- 
derungen in den Werthen der mittleren Bewegungen wohl analytische 
Schwierigkeiten nach sich ziehen können, auf die Stabilität des betreflfen- 
den Systems jedoch ohne Einfluss sind. 



Verbesserungen. 

Seite 189 Z. 7 v. u. steht: elementären, lies: characteristisoheD. 
» 197 » 13 v. o. D d » <Tj . 



» 199 » 3 v. o. » 9^n — «in > ä,C — «T- 
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Ober orthogonale substitutionen 

TON 

B. NETTO 

In BERLIN. . 

/ 

Herr T. J. Stieltjes hat im sechsten Bände der Acta Mathematica, 
S. 319 — 320 ein Theorem tiber , orthogonale Substitutionen för den Fall 
von zwei und von drei Variablen ausgesprochen und die Vermutung bei- 
geftlgt, dasselbe gelte auch fttr vier Variable. Im Folgenden soU unter- 
sucht werden, wann dasselbe allgemein ftlr n Veränderliche gilt, ob es 
eine Erweiterung zulässt, und wie die in der Voraussetzung ausgesproche- 
nen Bedingungen allgemein festgestellt werden können. Die Frage lautet: 
Bedeuten a^i , A^x (& , A = i , 2 , . . . , w) rfic Coefficienten zweier orthogondeti 
Substitutionen von der Determinante + i, und Jmt 

(i) i ^h + -4a I (*, A- 1.5, ...,!•) 

den Wert Null, wann verschunnden dann gleichzéitig alle Subdeterminanten der 
(n — i)***^ Ordnung von (i)? 

Nach den Angaben des Herrn Cayley können die Coefficienten 
Ci,x einer orthogonalen Substitution folgendermåssen dargestellt werden: 
Werden die Grössen h^^iy welche endliche Werte haben sollen, den Be- 
dingungen unterworfen, dass 

hx + K = o (*5SA) 

^n = ^22 = ^83 = • • • = ^ii« = ö> 
sei, setzt man ferner * 

(2) I *w I = <?, 

Acta mathematica. 9. Imprimé le 10 Hart 1S87. 
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und bezeichnet mit ^^^x die Adjuncte von b,,x in rf, dann ist 

2ö>y9a 



Ckx = — r- <*-^> 






oder, mit Htllfe des bekannten KRONKCK£R'schen Zeichens zusammengefasst 

(3) ^''^^~d ^''' 

Wir betrachten nun die Determinante 

(4) I ^kX + ^kx\ = 

sowie deren Subdeterminanten. Dann erkennt man sofort, dass die erstere 
den Wert 



(5) 



2 O) 



besitzt, sowie unter Anwendung eines bekannten JACOBi'schen Satzes dass 
jede Subdeterminante (n — a)**' Ordnung auf die Form 

(^) ^ I ^kX' I \X' =>hJ^ ...,^ ) 

gebracht werden känn. 

Weiter ist durch die schon erwähnten CAYLEY^schcn Untersuchungen 
bekannt, dass d nach Potenzen von (o entwickelt die Gestalt annimmt 

(7) rf = o>" + ö)"-'Zd, + ö)"-*Z2), + . . . ; 

hierbei wird 2^D„ för einen ungeraden Index m verschwinden, för einen 
geraden gleich der Samme von f ] Quadraten sein, also beispielsweise 

(8) zlD^ = ^ftji- (a=2,8, ...*» J 

Hieraus erkennt man, dass (4) nur för 0) = o und dafQr auch 
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Wirklich verschwindet, sobald nicht sämtliche 6^ (*< ^) gleich Null sind, 
in welchem Falle c^x = o (Ä ^ A), c^^ = i, und jedes Element von (4) 
gleich Null wird. Es wird namlich wegen (8) die Determinante d höeh- 
stens durch ö)"~' teilbar; folglich behält (5), und för a = i auch (6) 
sicher den Factor w in Zahler. Im AUgeineinen, d. h. wenn nicht gleich- 

zeitig die Quadratsummen SD^, SD^, ... Null werden, verschwinden 
auch noch die weiteren Subdeterminanten, und zwar bei einem ge raden n, 

wobei S-D^ das letzte Glied von (7) wird, alle d. h. auch die einzelnen 
Elemente; bei einera ungeraden n alle Subdeterminanten zweiter Ordnung, 

da das letzte Glied in (7) jetzt {o^D„_i wird, und also cd^ sich im Zähler 
und Nenner l^ebt. 

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir die beiden orthogonalen 
Substitutionen 



a-i,s,...,fi) 



(9) f* = -4*1^1 + ^M^a + . . . + AknVn 

aus denen nach Jacobi folgt 

Vk = -^ufl H" -^2*^2 + • • • + -^»ifcfii? 

und folglich, wenn wir zur AbkQrzung 

(10) T.aj,xÄ^ = Cjtf, (l:,A.;*-1.2,...,n) 

setzen, die weitere orthogonale Substitution 

(i i) a;* = c«fi + Cwfs + . . • + c*«fn- 

Wir nehmen nun an, dass diese c^x durch die . Formeln (3) dargestellt 
werden können, und untersuchen das Gleichungssystem 

(12) Xjt+ ek = C,,Sl + ^^^2 + • • • + (^tt + Of* + • • • + ^kn^nj 

dessen Determinante durch (4) dargestellt ist. Wir können dann die oben 
abgeleiteten S&tze hier verwenden; verschwindet die Determinante von 

Acta muthemtttiea. ». Imprimé le 8 Man 1S87. ' 88 
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(12), dann ist iw = o, und sicher sind auch allé Subdetérminanten (n-^i)**' 
Ordnung von | c^ + s^;^ | gleichfalls NuU; im Allgemeiheri werdéri sogisif 
béi geradem h alle Eleinente c^x + ^a verschwinden, bei unjgeradein ti alle 
Determinanten zweiter Ordnung, welché iaiis dieseh Elementen gebildet 
wérdén können. Wir nehinen an, dass die Subdetérminanten der (n — a)^ 
Ordnung die ersten seien, bei wachsendem a, die nicht sÄmtlich ver- 
schwinden; dann ist das System der x^ + f^ nach KRONECKER'scher Aus- 
drueksweise vom »RangeD {n — a), und zwar iit das System a-fach un- 
bestimmt Es können somit a der Grössen x^ + f^ linear durch die 
tlbrigen (n ^— a) ausgedröckt werden. 

Nun fölgt weiter aus den beiden ersten Gleichungen von (9) 

(13) ^t + ^k = {(hl + A,)yi + {a^^ + A,,)y, .+ ...+ (a,, + A,,)y,, 

und wenn nun die Determinante (i) der rechten Seite verschwindet, 
dann ist das System der x^ + f^ mindestens einfach unbestimmt; also ist 

die Determinante (4) von (12) gleich Null; wenn also dus System ^aj^^A^x 

durch die CAYiKY^schen Formeln darstellbar isfj dann sind die Subdetérminan- 
ten der {n — a)^° Ordnung von ( i ) die ersten, welche nicht sämtlich ver- 
schwinden; dabei ist a mindestens zwei. Im Allgemeinen werden dann fär ein 
gerades n sämtliche Elemente a^x + Aj^x verschwinden, fur ein ungerades n 
sämtlich^ aus diesen Elementefi gebildeten Subdetérminanten zweiter Ordnung. 
Wenn bei geradem n der Wert -4^a = — ^hx is^j dann werden die 
beiden Substitutionen (9) sich nur durch die Vorzeichen von einander 
unterscheiden, und also nur in diesem trivialen Falle känn die Voraus- 
setzung unseres Satzes sich erftlllen. 



Bei ungeradem n und | c^x + s*a 



= o muss sem 



^;ti H" -^Ai > ^u + Axk 



= o 



Cin + Ax\ _ a 12 + Ax 2 OXn + ^ An 

«ii + An au + ^12 * * * «in + Äm ~" 

Ox, + Ax^ = Px(,(ln + A\), . • • • , ^An + Ax,_ = px{a^n + An) 

(14) ^Ai = />a(«ii + Än) — axi\ . . . , ' Axn = pxia^n + An) — (^XnJ 
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und sonach wird 



('5) 



A 



a 



An 



f -^12 



/?2(a,i -f ^,i) — aai, /?2(^ia + ^12) — ö 
Pzi^n + Al) — «8n /08(«i2 + A2) — öj 



Wir wollen nun die Bedingungen fttr yo^, p^j ... aufsuchen, dafOr dass 
die rechte Seite in (15) eine orthogonale Determinante wird. Man findet 
leicht, dass 



(16) 



^ «Al^n + ttA2^12 + . . . + dXn-^ln 

I + aiiAu + a^Aii + . . . + ainAin 



(Ä-2, 8, ...,«) 



die einzigen Bedingungen, sobald die Determinante | Uj^x \ orthogonal giebt, 
und die Bedingung erfftllt ist 



('7) 



-Aj, + -^12 + • • • + -^In I* 



Es fragt sich jetzt lediglich noch, ob die Determinante (15) den Wert 
-|- I öder den Wért — 1 besitzt. Durch einfache Umfornmng von (15) 
kommt man auf den mit ( — i)**"^ multiplicirten Wert von | a^^ | zuröck, 
so dass also, wie zu erwarten stånd, fQr ein ungerades n die Determi- 
nante den Wert + i , för ein gerades n dagegen den Wert — i besitzt. 
Es sind also ftir ungerade n wirklich alle Bedingungen erftillt. — 

Nach den Angaben des Herrn Cayley (Crelle's Journal 32, p. 120), 
denen z. B. auch Herr Baltzer [Determinanten, 4. Aufl., p. i75)gefolgt 
ist, könnte es scheinen, als ob die Annahme, dass die c^^ durch die Formeln 
(3) darstellbar sind, stets erfttllt sei, d. h. als ob dieselben eine allgemeine 
Darstellung der orthogonalen Systeme von der Deterniinante + i gäben. 
Dies ist aber, wie ich einer gtttigen Mitteilung des Herrn L. Kuonecker 
entnehme, nicht der Fall. Denn wie man sofort ersieht, känn man in 
einem durch (3) erlangten Systeme die Vorzeichen einer geraden Anzahl 
von Zeilen ändern, ohne dass seine wesentlichen Eigenschaften verloren 
gehen, und ohne dass es möglich wäre, dieses neue. System durch end- 
liche Werte von bf^x mittels (3) zu erreichen. 



\ 



\ 
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Nehmen mr an^ dass in den ersten 2m Zeilen die Zeichen geändert 
seien, dann wird in diesen zwar c^^ — e^^ aber nicht Cj^^ + e^j^ durch oi 
teilbar; deshalb enthält d nur den Factor ö>"""'", und die Subdeterminanten 
der Ordnung n — a haben nur den Factor o;""'*'""". Setzt man {(oid)'' 
aus I ^H + ^*A I heraus, entwickelt nach Potenzen von dito und wendet 
die S&tze Ober Subdeterminanten conjugirter Systeme an, so findet sich 
als Erweiterung eines, mir von Herrn Kronecker mitgeteilten Satzes, die 
Gleichung 

n n — 2m 

(4*) |C?H + Sal =— ^^^ l(^ — SfJ)b^\' (,i.v. 1,2,.. .,«».) 

Hieraus folgt för n = 3, w = i, dass ein b^ = o sei, und dadurch die 
Richtigkeit des SxiELTJES^schen Theorems; ftir n = 4, m = 2 öder 4, 
dass bei 

|(l S^J)b^^\ = o (/t,v-l,2 odar l,«,8,i), 

I ^kx + ^kx I verschwinden känn, ohne dass die Subdeterminanten dritter 
Ordnung es tun. 

Wenn man aber in diesem allgemeinen Falle in die ersten im Zeilen 
c^t — 6ii setzt, dann gilt wieder (3), (4); ändert man also in den ent- 
sprechenden Zeilen von (12) das Vorzeich^n von f^^, dann ergiebt sich 
wie auf Seite 4 der allgemeine Satz: In der Determinante \ a^j^ + åiÄ^x \ 
känn d^ =^ -{- i öder = — i so gewahlt werden^ dass sie bei geradem n 
nur verschwinden känn, wenn alle Elemente^ bei ungeradem n, wenn alle 
Subdeterminanten zweiter Ordnung gleich NtUl sind. 

Berlin im Dezember 1886. 
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DÉDUCTION DE QUELQUES FORMULES ANALYTIQUES 

D'UN THÉOREMÉ ÉLÉMENTAIRE DE LA 

THÉORIE DES NOMBRES 

PAB 

A. BEKGEB 

4 UP8AL. 

Si Ton désigne par n un nombre impair positif, Véquation ä deux 
ipconnues Xy y 

(i) rc' + j/' = n 

n'a évidemraent qu'un nombre limité de solutions entiéreg. Nous dirons, 
qu'une solutiono?, y de cette équation est propre ou iin propre, selon -que 
le plus grand cominun diviseur positif des deux nombres Xj y est egal ä 
Funité ou plus grand que Vunité; nous désignerons dans ce ménioire par 

le nombre des solutions o;, ^ de Téquation (i), pour lesquelles le plus 
grand commun diviseur positif des nombres Xj y est egal a d, et par suite 

^(n, i) 

est egal au nombre des solutions propres de cette équation. En posant 
n sous la forme 

(2) n = pj>p?...^^, 

o\x Pif Pij ' • ' f Py sont des nombres premiers positifs et différents les uns 
des autres^ et ou les exposants »i , a^y . . . j o^ satisfont aux conditions 

(3) «! > I , a, > I , . . . , ot, > I , 

Ac$0 mttfhtwHMem, 9. Imprim^ le 3 Mftn 1887, 
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on démontre ^ dans les elements de la théorie des ^nombres, que 



(4) 



<p{n, i) = 2'+-, 



si tou8 les nombres Pi, p^y . . . , p, satisfont k la congruence 



mais que 

(5) 



p = i (mod 4), 



^.(», i) = o, 



8*il y a un seul de ces nombres, qui satisfait a la congruence 

p^ 3 (mod 4). 



Des équations (4) et (5) on tire 



(6) <f>(n, i) =-- 4 



I + (- O 



Px-U 



r-:- 1 I 



> + (- o ' 



r^~\ 



1 + (- O -' 



formule, qui est vraie pour tous les nombres impairs positifs n. Multi- 
plions les facteurs du second membre de Téquation (6), nous aurons 



(7) 



^(n, i) = 4 



rr-i 



i'r — 1 . r«»— ' 



.• +£(-o"^ +£(-0 ' ' 



r,x 



Pr-\ r^-2 rsz:.\ 

r,f,t 



' I • • • I 1 



dans la premiére somme dans le second membre r prend les valeurs 



i, 2, 3 



• ) 



I, ^\ 



dans la seconde somme r et 5 désignent toutes les combinaisous 2 a 2 
de ces nombres, dans la troisiéme somme r, s, t désignent toutes les 
combinaisons 3 a 3 de ces nombres; ainsi de suite. En multipliant les 
facteurs du second membre de Tidentité , 



' Yoir Vorlesungen Uber Zahl^theorie von Lejeune Pibicblet, (Dritte Auflage, §. 68). 
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riouR atirons 

(9) PrP.Vl . . • = I + (/»r — l) + O»- — O + O'» — O • • • 

+ 11{P,— l){Ps— l) + r(/J,— 1){P.— l)0>,— l) + •" 

Léj? hombres j),., p,j 2^1, ... , étant impairs, nous obtiendrons de Téquation (9) 
(10) p,p,p, . . .^ i + (j), — 1) + (j),— \) + (j), — i) + (mod 4) 

' . • . ' ■ • ■ 

ou 

(„) PrP.lu.^. • - 1 ^^ jvzil + h^ ^PLSZl + . . . . (,nod 2). 

En appliquant cette formule h Téquation (7), nous aurons 



(12) ^(w, i) -4 


,^ Pr—l ,^ PrP,— \ Prp,Pt—l 

r r, # . r,«,/ 


et par suite 


(^3) 


^(», i) - 4?(— ' » 



• • • • 



* # • • • • . 

ou d parcourt les nombres 

l, Pr, PrP., PrP.P,, 

Par la est déniohtré ce théoréme: 

Théoréme I. Si Ton désigne par n un nombre positif impair, le 
nombre des solutions pi^opres de Téquation indéterminée 

i^ + y^ = « 

ä deux inconnues x et y est egal ä 



^-i 



4?(-i)', 

OU d parcourt tous les diviseurs positifs du riorabl*e n, qui ne sont divi-r 
sibles par aucun nombre carré plus grand que Tunité. 

Soient maintenant Xy y deux nombres quelconques entiers, qui satis- 
font ä Téquation (i), et désignons par d le plus grand commun diviseur 
positif des nombres x et if\ en posant 

(14) x = (fa;,, . y =i%,, - ■ - 
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les quantités a?,, y^ seront des nombres entiers^ premiers entré eux, qui 
satisfont ä Véquation . 

(15) a:J + y?=|i, 

et inverseraent, si Ton désigne par d un nombre entier positif, ainsi choisiy 
que le nombre carré d^^ soit un diviseur du nombré n, et si les nombres 
x^y y, sont premiers entré eux et satisfont ä Téquation (15), les deux 
nombres a:, y, déterminés par les équations (14), auront le plus grand 
commun diviseur dy et ces nombres satisferont aussi ä Téquation (i). 
Par lä est démontrée la formule 

(16) ^(n, rf) = ^(j, i), 

pourvu que d^ divise le nombre n. De cette équation on obtiendra, en 
y appliquant le théoréme I, la formule 

(17) ^(n, rf) = 4?(- 0"^, 



t» 



ou å^ est egal successivement a tous les diviseurs positifs du nombre ^ , 

qui ne sont divisibles par aucun nombre carré plus grand que Vunité, 
Le nombre n étant impair, le diviseur d sera aussi impair, et Ton aura 

d^= i (mod 4), 
d*oii il suit 

ö^d^ = å^ (mod 4); 

de cette congruence on tire 

(18) ^^^^(mod2), 

et par suite on obtiendra de Téquation (17) 

(19) ^(n,rf) = 4Z(— i) * . 

Puisque ^, parcourt tous les diviseurs positifs du nombre ^, qui ne 
sont divisibles par aucun nombre caiyé plus grand que Tunité, le nombre 



DéductioD de quelques formules analytiques d ud tbéoréme de la tbéoric des nombres. 305 

d^d^ parcourt évidemment tous les diviseurs positifs du nombre n, qui 
8ont divisibles par rf*, mais qui ne sont divisibles par aucun nombre 
carré plus grand que rf'. Par suite, en posant 

d,d' = d, 

nous obtiendrons de Téquation (19) la formule 



j-i 



(20) ^(n, rf) = 4?(— O 

oii å est egal successivement ä tous les diviseurs positifs du nombre n, 
qui sont divisibles par rf', mais qui ne sont divisibles par aucun nombre 
carré plus grand que rf'. De lä résulte cette proposition: 

Théoréme II. Soit n un nombre entier positif impair, et rf un nombre 
positif, ainsi choisi, que le nombre carré rf' soit un diviseur du nombre n, 
le nombre des solutions entiéres a;, y de Téquation 

ic' + y' = n, 

pour lesquelles x et y ont le plus grand commun diviseur d, est egal ä 

4i:(- 1)^. 

011 å est egal successivement ä tous les diviseurs positifs du nombre n, 
qui sont divisibles par rf', mais qui ne sont divisibles par aucun nombre 
carré plus grand que rf'. 

Désignons maintenant par ^(n) le nombre de toutcs les solutions 
(propres et impropres) de l'équation (i), et par 

»1, rfj, • • • , rf^ 

tous les nombres positifs, jouissant de la propriété, que les nombres carrés 

(21) rfj, rfj, ...,rf^ 

divisent le nombre n; il s'ensuit, qu'un diviseur quelconque du nombre n 
n'a d'autres diviseurs quadratiques que les nombres (21), et Ton aura 
évidemment la formule 



åmfl 



(22) ^(n)=r^(«,rf.) 
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ou d'aprés Téquation (20) 



(23) ^(n) = 42:j{- I) » , 

oii d, est egal successivement a tous les diviseurs positifs du nombre n, 
qui sont divisibles par rfj, raais qui ne sont divisibles par aucun nombre 
carré plus grand que rfj. L'équation (23) peut se mettre sous la forme 



^(- 


^1- 


+v 


■0' 


1 


■ • + ?(- 


■0 ' 



(24) ip{n) = 4 

Les groupes de nombres 

(25) ^1; ^27 <?8> •• • > ^;t> 

qui entrent dans le second membre de Téquation (24), ne contiennent 
d'autres nombres que les diviseurs positifs du nombre n. Je dis de plus, 
que ces groupes contiennent tous les diviseurs positifs du nombre n, car 
en désignant par d un diviseur positif quelconque du nombre n, ce divi- 
seur d est nécessairement divisible par un ou par plusieurs des nombres 
carrés (21) et ne peut pas étre divisible par d'autres nombres carrés que 
ceux-ci. Par suite on peut déterminer un nombre carré rfj, qui appar- 
tient au groupe (21) et qui a la propriété, que d est divisible par dj, 
mais que d n'est divisible par aucun nombre carré plus grand que rfj, 
d'ou Ton peut conclure, que le diviseur d appartient au groupe d^. Enfin 
les nombres, qui appartiennent a un quelconque des groupes (25), sont 
complétement caractérisés par leur plus grand commun diviseur quadrati- 
que, et par suite un diviseur quelconque du nombre n appartient a un 
seul de ces groupes. 

Il s'ensuit, que les nombres, qui appartiennent a tous les groupes 
(25), seront précisément tous les diviseurs positifs du nombre n, et par 
conséquent Téquation (24) peut se mettre sous la forme 

(26) iPin) = 45:(- i/"^, 

OU d est egal successivement ä tous les diviseurs positifs du nombre n. 
De lä résulte le théoréme suivant, que nous avons démontré ici par un 
calcul tout a fait élémentaire. 
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Théoréme Hl. Si Ton désigne par n un iiombre positif impair, le 
nombre de toutes les solutions entiéres (propres et impropres) de Téqua- 
tion indéterminée 

x^ + y^ = n 

est egal ä 



4?(- O 



011 d parcourt tous les diviseurs positifs du nombre n.^ 
En attribuant dans Texpression 



a^' + y 



3 



aux variables o; et y toutes les valeurs entiéres, nous n'obtiendrons que 
des nombres entiers positifs; pour que ces nombres soient irapairs, il faut 
et il suffit, que les nombres x et y satisfassent a la congruence 

(27) a: + y=i (mod 2). 

Cela pose, désignons ipar .0(z) une fonction bien déterminée pour toutes 
les valeurs positives impaires de la variable ;?, et formons la serie 

de maniére, que Ton attribue aux quantités a: et y toutes les valeurs 
entiéres compatibles avec la condition (27), nous n'obtiendrons que des 
termes de la forme 

*(w), 

ou n désigne un nombre positif impair, et d!aprés le théoréme III nous 
obtiendrons le ter me 0{n) un nombre de fois exprimé par: 



^-i 



4?(- O * ; 



par suite on aura Tidentité 



^-1 



(28) Z</>(a;' + y^ = ^J:0{n)T{- i) ' . 

^ *,y t» J 



* Voir Vorlesungen iiher Zahlentheorie von LejeuneDirichlet, (Dritte Auflage, §.91), 
0^ ce théoréme est d^montr^ au nioren du caloul iDfiDité.simal. 
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Les nombres x, y dans le premier membre de cette équation satisfaisant 
ä la congruence (27), 6n aura ou 

x = o, y = I (mod 2) 
ou 

rc=i, y^o (mod 2). 

Par suite, en désignant par \ tons les nombres pairs et par \ tous 
les nombres impairs, on obtient: 

(29) i:0[x' + if) = z 0{hi + h]) + T 0{h\ + Aj) = 2 z 0{hi + Ä?), 

X, y Ä0, A| A^Aq A9. A} 

et des équations (28) et (29) on conclura la formule 



(30) r ip{hi + Ä?) = 2i:<p(«) i:(- o » , 



et on a done ce théoréme: 

Théoréme IV. Si Ton désigne par 0{z) une fonction bien déterminée 
pour toutes les valeurs positives impaires de la variable Zj on aura la 
formule 

Z (P(Ä.J + Ä?) = 2Z*(W)Z(— i) ' , 
Aq, A{ n d 

oii Ton a a observer, que dans le premier membre \ parcourt tous les 
nombres pairs et \ tous les nombres impairs, et que dans le second 
membre n parcourt tous les nombres impairs positifs et d tous les divi- 
seurs positifs du nombre n, pourvu que les series dans les deux membres 
convergent indépendamment de Tordre de leurs termes. 

Nous transformerons maintenant la formule (30), Désignons pour 
cela.par g(n) une fonction, qui pour tous les nombres impairs positifs 
n^ et n^ satisfait a la condition 

(30 ö(»i)8K) = 8(^^). 

on aura évidemment une égalité de la forme 

(32) ZrC— i) » 9{n,)9(«,)^(»,n,)=i:c,<i>(»), 



"I «J 
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ou chacun des nombres n, n, , n^ parcourt tous les nombres impairs po- 
sitifs; en effet, si Ton attribue aux quantités n^ et n, toutes les yaleurs 
entiéres positives impaires, nous n'obtiendrons de Texpression ^(n, n,) que 
des termes de la forme ^(n), oii n désigne un nombre positif impair; 
quant au coeffioéent c„, celui-ci sera évidemment déterminé par la formule 

(33) c, =ZZ(— 1) .' 9K)9(w,), 



«, w. 



ou les nombres impairs positifs n^ et n^ sont combinés entré eux de toutes 
les maniéres^ qui sont compatibles avec la condition 

«j Wj = n ; 

par suite, en désignant par 3 un diviseur positif quelconque du nombre 
n et par d^^ le diviseur complémentaire, ainsi que Ton aura toujours 

Téquation (33) pourra se mettre sous la forme 

(34) C^^T{-lf^Q{å}q{o\) 

-OU, en y appliquant Féquation (31), 
formule, qui peut aussi s'écrire 

(35) c, = 9(«)i:(-i)^, 

oix d est egal successivement a tous les diviseurs positifs du nombre n-. 
En introduisant dans le second membre de Téquation (32) la valeur du 
coefficient c„, donnée par la formule (35), nous aurons 

(36) Z(-i)""^g(n.)i:Q(«,)<P(«.n,)=Z9(n)<^(n)i:(-i)^. 



310 A. Berger. 

Rempla^ons maintcnant dans l'équation (30) la fonction 0{n) par 
g(n)^(n), nous obtiendrons au moyen de Téquation (36) la formule 

(37) 2: a(Äj + h])0{hl + A?) = 2 Ti- i)""^9(«J59(n,)(P(«.»,); 

ce qui démontre le théoréme suivant: 

Théoréme V. Si Ton désigne par 0{z) une fonction bien déterminée 
pour toutes les valeurs impaires positives de la variable z^ et par g(n) 
une fonction, qui pour tous les nombres impairs positife n^ et n, satisfait 
å la condition 

9(«i)9(»») = 9K«,)> 
on nura 

ou Ton a a observer, que dans le premier membre h^ parcourt tous les 
nombres pairs et h^ tous les nombres impairs, et que dans le second 
membre n^ et n^ parcourent tous les nombres impairs positifs, pourvu 
que les series dans les deux membres convergent indépendamment de 
Tordre de leurs termes. 

Nous allons faire quelques applications de ce théoréme. Posons 

0{n) = q\ 

o\x q désigne une quantité, dont le module est moindre que Tunité, nous 
aurons la formule 






(38) Z9(ÄJ + Ä?)g»-+*' = 2 Z(- I) ' öCnjrgCnJj-'-. 

Pour 

on en déduit 

(39) ?«*•??*' = ^S(-o'^'r=W. 



r 



Dédaction de qnelquea formaleB analytiqnes d'ao tbéoréme de la théorie des DombreB. 311 

formule, qu'on peut inettre sous la forme' 

(40) (i + 2q* + 23" + 2j" + . . .)(« + ?' + ?" + !?" + . . .) 

_ i 3* j_ -jL i— _L 

"T , ^10 , ^14 T* • • • • 



B 



I—!?' I -j« ' i-(^>o i—q 

Pour 

9(»») = (- O 

Téquation 

subsiste pour tous les.nombres irapairs positifs n^ et w,, et nous obtien- 
drons de Téquation (38) 

(41) 52(-^) ' }^*+**=252(-0 ' • (g-«-g»"«_^"« + g^". + ...) 



Ao»Ä| 



»1—1 m— 1 



- ^K- ^y*^'r'r^ 



2^ 



Des congruences 

Ä^ = O (mod 2) , Äj = I (mod 2) 
on déduit 

{K + h\f — I = 2h\h\ + {h\ + i)(Ä? ^ I) (mod 16), 

et, en y appliquant la congruence 

**= I (mod 8), 
on anra 

(AJ + Ä?)'— I = 2Ä* (mod 16), 
d'ou 

^ Yoir Vorlesungen Uber Zahleniheorie von Lbjbune Diricrlit, (Dritte Auflage, §. 92 
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et par suite on obtiendra de Téquation (41) 

(42) 52(-ov'^*'=25;(-i)'^^""^g-.i=4! 

ou 

*o (»1— l)(ii|-t-ft) 2», 

(43) B-o*?*-£?*' = 252(-i) * </"'-^3r. 

OU, en divisant les deux membres par 2, 

(44) (I - 2?* + 2j- - 2g»« + 2q'' . . .){q ^q' + g" + q^' + /. .) 

^ I + g* ^ ^ I + 5»* ^ I + g«« * I + 5" ^ • • • • 

En désignant par m un nombre entier positif, la somme 

^{^) + Hi) + HS) + •. . + ip{2m—i) 

est évidemment égale a la somme des nombres des solutions entiéres des 
équations indéterminées 

(45) a;' + y'= i, rr*+y' = 3, x^+y^= 5, ..• a:'+y*= 2m— i 

ou égale au nombre de toutes les solutions entiéres simultanées de 
rinégalité 

(46) x^ -^ y^ < 2m 
et de la congruence 

(47) X + y=i (mod 2); 

en eflFet chaque solution entiére d'une quelconque des équations (45) satis- 
fera aussi aux relations (46) et (47), et inversement chaque solution en- 
tiére de ces deux relations satisfera ä une des équations (45). Posons 
maintenant 

(-«) '-^' '=Ä' 

oii 5 et Tj sont deux inconnues nouvelles, il g'ensuit, que la somme 

S^(0 + i^'(3) + --- + ^(2«»— O 
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est égale au nombre de toutes les solutions f, tj de Tinégalité 

(49) e + y]' < I, 

011 f et ly désignent des quantités des formes (4B), les quantités x ^t y 
étant des nombres entiers, qui satisfont a la congruence (47). Quant aux 
solutions de cette congruence, on peut les trouver de la maniére suivante. 
En désignant par x ei y deux nombres entiers quelconques", qui satisfont 
ä la congruence, et en posant 

(50) ^- ^ = r, ^- = s, 

les quantités r et 5 seront évidemment des nombres entiers, et des équa- 
tions (50) on tire 

(51) x = s — ry y = r + s—i. 

Nous démontrons ainsi, que nous obtiendrons toutes les solutions de 
la congruence (47) en laissant dans les formules (51) r et s parcourir 
touä les nombres entiers et en combinant ces nombres entré eux de toutes 
les maniéres possibles, et inversement on trouvera, que les valeurs, ainsi 
obtenues, des nombres x et y satisferont a la congruence (47). Enfin 
nous obtiendrons par la chaque solution seulement une fois, car a chaque 
solution Xy y correspondent d^aprés les équations (50) des valeurs dcter- 
minées des quantités r et s. 

En if^troduisant dans les équations (48) les valeurs des nombres x 
et y, données par les formules (51), nous trouverons, que la somme 

^(0 + ^(3)+ ... +<fi2m-i) 

est égale au nombre de toutes les solutions f , ly de Tinégalité (49) qui 
sont de la forme 

. ^ 8—r r+«— I 

\'2m \2m 

011 r et s désignent des nombres entiers quelconques. 

En considérant les quantités 6 et ^ comme des coordonnées rectangu- 
laires d'un point, et en désignant par G la portion du plaii, qni renferme 
tons les points, dont les coordonnées satisfont a la condition (49), mais 
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qui ne contient d^autres points xjue ceux-ci, cette portion du plan sera 
évidemment limitée, et nous trouverons, que la somme 

i^(0 + ^'(3)+ ••• +^(2m— i) 

est égale au nombre de tous les points dans la portion <?, dont les coor- 
données sont de la forme (52). Mais on peut aussi considérer ces points 
comme les points d^intersection des deux systémes de droites 

/ \ ^ I 2r — I ^ , 2s — I 

53) ^==^+~;t^' iy = — C+---V, 

\l2m \^2m 

ou r et s parcourent tous les nombres entiers. (^es systémes de droites 
sont orthogonaux, et les droites, qui appartiennent a chacun des deux 
systémes, sont situées a la distance 

Tune de Tautre; il s'ensuit, que par ces droites la portion (? du plan est 
divisée en des carrés égaux, et que Taire de chaque carré est egal a 

I 

Le nombre de ces carrés est egal au nombre des points dUntersection 
susdits, car a chaque carré appartiennent quatre points d^intersection, sa- 
voir les sommets du carré, mais de Tautre cöté chaque point d'inter- 
section est un soinmet commun a quatre carrés. Par suite le nombre 
de ces carrés est egal ä la somme 

s^'(0 + ^(3) + ... + s^^(2^''-0; 

or, une portion finie du plan étant divisée en des carrés égaux, dont on peut 
diminuer indéfiniment la grandeur, la limite du produit du nombre des carrés 
et de Vaire de chaque carré est évidemment égale a Taire de cette portion • 
du plan; donc, en désignant laire de la portion G par ;r, nous aurons 



(54) lim 



^(0 + VH3) + ».• + 4^{2m'^ I) 



msco 



/i. 



et il en résulte ce théoréme: 
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Théoréme VI. "" Er4 désigimnt par ;r Taire de la portion du plan, qui 
renferme tous les pointe, dont les coordonnées rectangulaires f , yj satisfont 
ä rinégalité 

mais qui ne renferme d'autres points que ceux-ci, chaque nombre positif 
impair peut se mettre sous la for me 

ou X (it y désignent des nombres entiers, en moyenné de tu maniéres 
différentes. 

En désignant par /i{n), n étant un nombre impair positif, l'excés du 
nombre de ceux des diviseurs positifs d du nombre n, qui satisfont ä la 



congruence 



d= I (mod 4), 



sur le nombre de ceux de ces diviseurs, qui satisfont a la congruence 

d=i (mod 4), 
on aura évidemment 



d-\ 



(55) fx{n)^T{-i)\ 

oii ^ parcourt tous les diviseurs positifs du nombre n, et des équations 
(26) et (55) nous obtiendrons 

(56) - V(«) = ^, 

et par suite, m étant un nombre entier positif quelconque. 



r^m r«=»» 



(57) 2:/j(2r —0 = 2 ^,<P{^r — i); 

des équations (54) et (57) on déduit la formule 

, gx lim ^^^'^ + m(3) + '" +/i{2m— i) ^ 7t 

^ m-« m 4' 

De lä résulte cette proposition: 



/ 
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Théoréme VII. Uexcés du nombre de ceux des diviseurs positifs d 
d'un nombre iinpair, qui satisfont ä la congruence 

(}= I (mod 4), 

sur le nombre de ceux des divisöurs du méme nombre, qui satisfont ä la 
congruence , 

d=i (mod 4), 



est en moyenne egal a -, la quantité tt ayant le méme sens que dans 

le théoréme précédent. 

Puisque dans Téquation (26) n est un nombre positif impair, et que 
e? a la sommation dans le second membre ne parcourt que des nombres 
positifs impairs, on peut y poser 

H = 2r — 1 , d = 2k — I , 

oii r et k sont des nombres entiers positifs; par ces substitutions on déduit 
de Téquation (26) 

(59) ^(2r-i) = 4?(-irS 

ou k parcourt tous les nombres entiers positifs, pour lesquels 2k — i 

divise 2r — i. En désignant par E{j)), x étant une quantité reelle, le 

plus grand des nombres entiers, qui ne surpassent pas a;, de sorte que 
Ton aura 

o < a; — J5(i^) < i> 
la différence 



sera égale a i ou a o, selon que 2ä;-^- i divise ou ne divise pas 2r — i, 
et par suite on pourra mettre Téquation (59) sous la forme 

(60) ^(.,- o = 4'f |£(|^) - ^(li^O|<- ■''-' 
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doii l'on ti re 



rs»m it =00 r^m 



(6,) Xt(.r- ,) = 4i:(- .)*-! ^(1^) - £(^)|- 

La différence dans le second membre étant égale ä i ou a o, selon 
que 2r — i est un multiple ou n^est pas un multiple de 2k — i, la 
derniére somme dans le second membre sera égale au nombre de ceux 
des nombres 

I, 3> 5> • •• ' 2wi— I, 

qui sont divisibles par 2 A — i; en désignant ce nombre par <, nous 
aurons évidemment pour la détermination de la quantité t les inégalités 

(62) {2t 0(2^ O S 2m I < (2f + \){2k l), 

d'ou Ton tire 

(63) t < 4^-^ +-<t+i, 

^ ^/ ' = 2{2fe— I) * 2 ' ' 

ou 

et par conséquent nous obtiendrons de 1'équation (61) 



rs=m k—<x> 



(65) T^.r- O = ,Yi- .)-£(,^ä^ + i). 

Les termes de la serie dans le second membre étant décroissants et ayant 
des signes alternés, nous obtiendrons de 1 equation (65), g étant un nombre 
positif quelconque, 



r^m 



(66) rs>(2r-i) 

= 4!;(- .)-£(^"j^T, + 1) + "«(- O-^lil^ + !). 
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oii O < 6^ < I . Oii tirera de la, en s^appuyant sur la definition du 
syrnbole -E(j;), 



r=>m 



(67) r^(2r-i) 

« 

- 4|:(- 'fi,^^ + ..) + 4»,(- ')i^^, + 1), 

oii '^ Pk ^- et o < #j < I . En posant 

et en divisant los deux nieinbres de Téquation (67) par m, on aura 
pour m = cx) 

(68) ,i,„iS^(,r-,) = 42:5i^. 



m = ao 



i-l 



et des équations (54) et (68) on obtiendra la formule 



7T \ I . I I . I I 



(69) '^=:1_1-| ^i__+ 

^^^ 4 I 35 79 " 

Enfin nous emploierons Téquation (40) a révaluation d'une intégrale 
définie; désignons pour ce hut par q une quantité positive, moindre que 
Tunité, et posons 

(70) S, = I +j«+5>« + g»« + ..., 

(71) Å\ == ? + ?" + ?" + ?^" +...., 
il s'ensuit 

(72) S,-S, = ,-_(y + r/_5»+-y"'_g»» + .... 

Les termes de cette serie étant décroissants et ayant des signes altemés, 
nous aurons évidemment 

(73) 8,-S,=p, 
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ou O < p < I. Au moyen des équations (70), (71), (73) on pcut mettre 
Téquation (40) sous la forme 

(74) .«(,.-ji-)(,-A)__^__^.+ _i!___l_ + ..., 
multiplions les deux membres de cette équation par 



I —Qy 



nous en obtiendrons pour q = 1 



(75) H,^C-,)S! = l(j-l + l-l+...), 
d'ou l'on tire, en y' appliquant la formule (69), 

(76) limv'T^S„ = ^. 

Puisque on a 

lim — ^^^ = I , 
7-1— log? 

nous obtiendrons des équations (70) et (76) 



(77) lim n/- log<y(i + ^* + 5>« + j»" + ...)= ^^ 
Substituons dans cette équation 

ou å désigne une quantité positive, nous aurons 

(78) lim 0^(1 + e-"- + e-*" + g-»^ + ...)= ^, 

d = ^ 

et, par suite, conformément a la notion d'intégrale définie. 



oo 



(79) fe-^\ix = ^~. 
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Des fonnules (69) et (79), que nous avons déduites d'une proposition 
éléraentaire de la théorie des nornbres, résulte le théoréme suivant: 

Théoréme VIII. Si l'on désigne par tt Taire de la portion du plan, 
qui renferme tous les points, dont les coordonnées rectangulaires ^, rj 
satisfont ä Tinégalité 

mais qui ne renferme d'autres points que ceux-ci, on aura 

;r_i ^ I 1 L _L i L j. 

4 « 35 7 9 J' 



QO 

^ e 

o 






2 
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SUR LES RÉSIDUS DES INTÉGRALES DOUBLES 



PAR 

H. POINCARÉ 

å PARIS. 



Cest a Cauchy que revient la gloire d'avoir fondé la théorie des 
intégrales prises entré des limites imaginäires; cette théorie a pour ainsi 
dire doublé la puissance de Tanalyse mathématique et a été le point de 
départ de tous les travaux qui ont suivi, dans tous les pays oii on cultive 
les sciences exactes, et en particulier en Allemagne et en France. 

Il semblait qu il n'y avait plus qu'un pas ä faire pour étendre cette 
théorie aux intégrales doubles et qu'on pouvait se promettre de cette 
extension d'aussi belles conquétes que de la considération des intégrales 
simples. Il y avait lä de quoi tenter Tambition des géométres et cepen- 
dant, au bout de quarante ans, nous sommes a peine plus avancés qu'au 
premier jour, 

La plupart des tentatives qui ont été faites n'ont été que des échecs 
ou des demi-succés. 

On croit pourtant que Jacobi possédait ä ce sujet plusieurs resultats 
importants; mais ces resultats n'ont pas été publiés et ont été perdus 
pour la science. 

M. Maximilien Marie a entrepris de résoudre la question et écrit, 
peu de temps apres la découverte de Cauchy, plusieurs mémoires qui ont 
été publiés longtemps apres dans le 44"** Cahier du Journal de Técole 
polytechnique. Ses efforts néanmoins n'ont pas été heureux. Je ne par- 
lera! pas ici de Tinsuffisance de certains raisonnements fondés sur des 
considérations infinitésimales. Bien que toutes les demonstrations soient 

Acttt mmtkematicm, 9. Imprlmé !• 17 Ifan 1887. 41 
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ä refaire, la formule a laquelle Tauteur parvient ést exacte si on Tinter- 
préte convenablement, mais elle exigerait pour pouvoir étre appliquée sans 
crainte d'erreur une discussion délicate que M. Marie Ti'a pas faite. 

Pour faire compreu^re la nécessité de cette discussion, je ne citerai 
quun seul exemple. L'auteur donne (1. cit p. 58) la formule suivante: 



= :rflf% — I 






\ 



Cette formule est manifestement fausse; car on a dans le premier membre 
a* et dans le second le facteur a^ En réalité Tintégrale du premier 
membre est nulle. 

Comment la formule de M. Marie se trouve-t-elle en défaut? Il 
est aisé de le voir; dans cette formule entré le volume limité par une 
surface qui, dans Tespace, a pour équation: 

x^ •\- y^ •\- z^ ~ a^. 

Cest une sphére, et Tauteur écrit que ce volume est -;ra'. Mais pour 

appliquer correctement la formule, il aurait fallu regarder cette surface 
non comme une sphére, mais comme un tore dégénéré dont la section 
méridienne aurait son centre sur Taxe de revolution. Le volume aurait 
alors été nul, et on aurait trouvé: 



a* /y* dxdy 



= o. 



On voit quels piéges aurait a redouter Tanalyste inexpérimenté qui vou- 
drait faire usage de la formule de M. Marie. 

Les premiéres recherches de M. Picard présentent beaucoup plus 
d'intérét, comme tout ce qui sort de la plume de cet auteur. Mais elles 
ne se rapportent qu'indirectement a la question. 

Dans deux notes insérées aux Comptes Rendus le 29 Janvier 1883 
et le I*' Février 1886, M. Picard étudie les intégrales définies comme 
il suit. 

Soit 2^(0? , y) une fonction non uniforme de x et de y; introduisons 
deux variables auxiliaires t* et v, en posant: 

X = f>{uy v)j y = i})(u, v). 



/ 
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Je supposerai que les fonctions f et ^ sont uniformes et de plus que 

F{x, y) = 0(w, v) 

est une fonction uniforme de u et de t;. 

Cela pose, soient u^ , v^ et u^ , t;, deux systémes de valeurs de u et 
de v. Imaginons que ces deux systémes de valeurs correspondeilt ä un 
méme systeme de valeurs de rr et de y. 

L'intégrale envisagéc par M. Picard est alors: 



/'*/■**(«. •■)(r:S'-gS 



M. PiCAKD a -donnc a ces intégrales le nom de périodes; je ne saurais 
Ten blåmer puisque cette dénomination lui a pennis d'exprimer dans un 
langage plus concis les intéressants resultats auxquels il est parvenu. 
Mais je crois quMl serait fåcheux qu'elle 8'introduislt définitivement dans 
la Science et qu*elle serait propre ä engendrer de nombreuses confusions. 

Et cela pour deux raisons: 

D abord ces intégrales ne sont pas des constantes, comme le fait fort 
bien observer M. Picard. 

En second lieu, il y a une infinité de systémes de variables auxili- 
aires w et t; qui satisfont aux conditions énoncées. Chacun de ces systé- 
mes donne pour Tintégrale une valeur diflferente. Il en résulterait que, 
si on voulait donner a cette intégrale le nom de période, cette période 
ne dépendrait pas uniquement de la fonction F{xj y) a laquelle elle ap- 
partient, mais bien de ces variables soi-disant auxiliaires qui joueraient 
ainsi un röle prépondérant 

M. SiiELTJES a adressé ä M. Hermitb un travail fort remarquable 
011 il cherchait a généraliser diverses formules de Cauchy et de Lagrange. 
Malheureusement quelques points restaient obscurs et Tauteur ne put les 
éclaircir de fa9on ä se mettre ä Tabri de toute objection. Cest ce qui 
le détermina ä ne pas publier son mémoire, mais je tiens ä lui rendre 
ici justice. Je chercherai plus loin a expliquer quels sont les points qui 
avaient arrété M. Stieltjbs et a montrer comraent ses demonstrations 
peuvent étre rendues parfaitement rigoureuses, 
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Le 25 Janvier 1886, j'eus Thonneur de cominuniquer a rAcadémie 
des Sciences une note oii Jétudiais a un point a un point de vue nouveau 
les périodes des intégrales doubles, et en particulier celles qui sont ana- 
logues aux périodes polaires des intégrales simples. Ce sont les resultats 
de cette note que je veux développer dans le present travail. 

Peu de temps apres, M. Picard (Comptes Rendus, 15 et 26 Février 
1886) se pla9ant au méme point de vue que moi a obtenu un grand 
norabre de resultats remarquables. Le savant géométre emploie dans ces 
deux notes le mot de période avec la signification que nous lui donnerons 
dans la suite. Les périodes qu'il étudie n'ont donc aucun rapport avec 
les intégrales qu'il avait primitivement désignées sous ce nom. Je crois 
devoir insister sur ce point afin de rendre toute confusion impossible. 



% 1. Modes de représentatian* 

Les difficultés contre lesquelles les géométres se sont heurtés si sou- 
vent dans la théorie qui nous occupe, n'ont rien d essentiel et ne sont 
pour ainsi dire qu une question de langage. 

Dans Tétude des intégrales simples, on emploie un mode de repre- 
sentation géometrique tres commode et dont il semble qu'on pourrait dif- 
ficilement se passer. On ne peut le transporter sans changement dans la 
théorie des intégrales doubles, pour une raison qu'il est aisé d'apercevoir. 

Soient ^ dt 7} deux variables complexes; si nous posons 

^ =. X + iy, 7j = z + it 

en séparant les parties reelle et imaginaire, nous aurons quatre variables 
Xj ifj z Qt t. Nous ne pouvons les regarder comme les coordonnées d'un 
point dans Tespace, a moins de nous résigner a admettre un espace a 
quatre dimensions. 

On se trouve donc en présence du dilemme suivant: il faut, ou re- 
noncer ä toute representation, ou employer Thypergéométrie; mais, dans 
ce demier cas, on est exposé a rebuter la plupart des lecteurs, et de plus 
on ne possede que lavantage d'un langage commode, mais incapable de 
parler aux sens. 
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Comme cette langue hypergéométrique répugne encore a beaucoup 
de bons esprits, je n'eii ferai qu un usage peu fréquent; je crois néanmoins 
nécessaire de préciser ici le sens des termes que je lui emprunterai. 

Un point est un systéme de valeurs des quatre variables x, y, z et t. 

Uensemble des points qui satisfoiit ä une seule relation entré x, jfj z 
et t est une <rmultiplicité a trois dimensions)) que Ton appelle hypersurface. 

L'ensemble des points qui satisfont a deux relations simultanées est 
une ccmultiplicité ä deux dirnensionsD que Ton appellera stirface. 

Uensemble des points qui satisfont a trois relations simultanées est 
une amultiplicité a une dimension» a laquelle on conservera le nom 
de liffne. 

Deux surfaces quelconques ont au point de vue analytique un certain 
norabre de points communs; mais il peut arriver que tous ces points de- 
viennent imaginaires; comme nous ne considérorjs que des points réels, 
nous dirons alors que ces deux surfaces n'ont aucun point commun. 

Une intégrale double doit étre étendue a tous les points d'une sur- 
face. Nous aurons donc une surface ctifité(/ration dfe méme quon a, dans 
la théorie des intégrales simples, un chemin d*intégration. 

De plus Tensemble des points singuliers formera une surface. 

Supposons en eflfet que la fonction sous le signe jj soit le quotient 

de deux polynömes entiers P(f, r/) et Q{^j yj), Pöur que cette fonction 
devienne infinie, il faut que 

(i) ' ^^(c, r;) = o. 

Mais on a en séparant les parties reelle et imaginaire 

Q{^. yj) = Q,{jc, II, z, t) + iQ^{Xj y, z, t) 
de sorte que la relation (i) se décompose en deux: 

Q^i:^^ y> -2?, t) = o. 

EUe représente donc une surface. 

Il faudra alors que la surface d*intégration et les surfaces singuliéres 
ii'aieDt aucun point commun. 
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Si la fonction sous le signe n est algébrique, les surfkces singu- 

liéres seront algébriques. Au contraire la surface d'intégration étant pure- 
ment arbitraire ne sera pas forcément algébrique; elle pourra étre tran- 
seendante ou se coraposer de portions appartenant a diverses surfaces al- 
gébriques. 

Je vais maintenant exposer les artifices ä Taide desquels je compte 
m'affranehir de la nécessité de considérations hypergéométriques. 

Soient A, //, v trois quantités que je regardérai corame les coordon- 
nées d'nn poiiit dans Tespace ordinaire, et considérons une surface algé- 
brique ou portion de surface algébrique S sur laquelle se trouve le point 
Åy /jLy u. Ecrivons: 

X =.f?i(A, //, v), y = f?,(A, fij v), z = ^^{Åy /x, v), t = j2?^(A, /i, v) 

^^ 9i^ fa' f^s? ?4 ^^"* ^^^ fonctions rationnelles de A, /i, v dont le dé- 
nominateur ne s'annule pour aucune valeur reelle de ces variables. Il 
* est clair que quand le point A, /i, v décrira dans Tespace ordinaire la 
surface ou portion de" surface S, le point x, y, Zj t décrira dans Thy- 
perespace une certaine surface ou portion de surface S'; de telle sorte 
que la surface S' est définie par la surface S et par les quatre fonctions 
fondamentaJes jp^ , jr, , ^^ et jr^ . 

Si la surface 8 est fermée, nous dirons aussi que la surface S' est fermée. 

La notion des surfaces d*intégration fermées qui va jouer un si grand 
role dans ce qui va suivre se trouve ainsi nettement définie. 

Le genre de la surface S (au point de vue de la géoijiétrie de situa- 
tion) sera aussi le niéine que le genre de la surface 5', ä moins que le 
point Xj y, z, t ne décrive deux ou plusieurs fois la surface S'^ ce que 
nous ne supposerons pas. 

Lorsque Ton donnera a A, /i, v toutes les valeurs reelles possibles, 
le point Xj /i, p décrira Tespace tout entier, et le point x, y, z, t décrira 
dans rhyperespace une certaine hypersurface unicursale. 

Tant donc que le point x, y, z, t restera sur cette hypersurface, nous 
pourrons le représenter par un point de Tespace ordinaire et nous serons 
affranchis de Thypergéoinétrie. 

Dans certaines questions nous n'envisagerons que des surfaces d'inté- 
gration situées sur une inénie hypersurface unicursale et nous pourrons 
nous servir de ce mode de representation. 



Sar les résidus des intégrales doubles. 327 

La plupart du temps nous supposerons simplement: 

Alors le point x, y^ Zj t sera représenté par le poiiit de Tespace x, y^ z 
et la quatriéme coordonnée t sera une fonction rationelle de u:^, y, ^. 

La surface d^intégration sera alors définie par une surface S située 
dans Tespace ordinaire {Xy y^ z) et par une fonction rationnelle ^^. 
On aura: 



t = 



Q(«, y, «) 



P et ö étant deux polynömes entiers, et nous supposerons qu'on n'a en 
aucun point réel de Tespace {Xy y, z) 

Q{Xy t/, z) = o. 

Il est aisé de démontrer que toute surface d' integration eu bien est 
suscéptible de ce mode de representation, ou bien différe tres peu d'une 
surface qui en est suscéptible, ou bien enfin peut étre décomposée en 
plusieurs autres qui différent tres peu de surfaces algébriques admettant 
ce mode de representation. 

Ce mode de representation est donc suffisamment general pour s^ap- 
pliquer a tous les cas; cependant il sera quelquefois plus commode de 
le modifier un peu. 

Reprenons les quatre relations fondamentales 

* 

dont il a été question plus haut. 

Nous avons supposé jusquMci que ces quatre fonctions étaient ration- 
nelles; il nous suffit qu'elles soient uniformes et bien déterminées. Il 
peut méme suffirc que sans étre uniformes dans tout Tespace, c*est a dire 
pour toutes les valeurs de A, [ly v, elles restent uniformes dans une cer- 
taine region de Tespace (A, /i, v) pourvu que notre surface S qui repré- 
senté la surface d'intégration soit toute entiére contenue dans cette region. 
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% 2. CondUions dHntégraMlité. 

On sait ce qu'on doit entendre par une intégrale sbnple: 

f{Xdx + Ydy + Zdz) 

prise le long d'une courbe gauche quelconque dans lespace (rr, y, z). On 
connait également les conditions d'intégrabilité; c est a dire les conditions 
pour que Vintégrale soit indépendante du chemin d'intégration et ne dé- 
pende que des deux points extremes de ce chemin. (On suppose bien 
entendu que X, ¥ et Z sont des fonctions données de x, y et z). Ces 
conditions sont: 



dX dY 


dX dZ 


dY dZ 


dy dx 


dz dx 


dz dy 



Ges resultats sétendent immédiatement, comme on le sait, au cas d'un 
espace d'un nombre quelconque de dimensions. 

Soient Xi^ x^j ..., x^^ n variables indépendantes et soient X^, X,, ..., X^, 
n fonctions de cef^ n variables; il est aisé de définir Tint^grale simple: 

(i) /(Xifte, + X^dx^ + . . . + XJ-r^). 

En effet introduisons une variable auxiliaire et posons: 

(2) a;, = jf,(m), x, = f,{u), . . . , x„ = ff«(?/). 

Ces cquations (2) définiront le chemin (l'intégration. 

N0U8 ferons varier tt depuis «, jusqua Mj. Nous poserons: 

4 = fl(«<o), • • • , Xn = F-(«o) 

Z\ = f,(M,), . . . , jI = f „(«,)• 

Les deux systémes de valeurs (a;J, rrj, ..., x^„) et {x\j xlj ..., xl) défini- 
ront les deux points extremes de ce chemin dlntégration. 
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Alors rintégrale (i) prise le long ån chemin d' integration (2) depuis 

le point (a;?, . . . , .rj) jusqu au point {x\j . . . , x]) ne sera autre chose que 
rintégrale définie: 



«i 



d.r, . ,^ ilx^ . . -XT dxn \ 






«• 



N0U8 cherchons les conditions d'iiitégrabilité, c'e8t a dire les condi- 
tions pour que cette intégrale soit indépendante du chemin d'intégration 
et ne dépende que des deux points extremes de ce chemin (o??, . . . , .tJI) 

Ces conditions sont au nombre de — et elles s'écrivent: 

2 

dXi dXt 
dxt dXi 

Passons maintenant au cas des intégrales doubles, et d'abord dans 
Tespace ordinaire. Soit une intégrale double: 

ff{Adydz + Bdxdz + Cdxdy) 

Ay B et C étant trois fonctions de rr, ;/, z. 

On sait ce qu'on doit entendre par la. La surface d'intégration peut 
n'étre pas fermée, mais on peut toujours convenir de regarder Tun des 
cötés de la surface comme lextérieur et Tautre comme Tintérieur. 

Soient alors dw un element de cette surface et a, y9, 7- les cosinus 
directeurs de la normale a Télément dirigée vers Textérieur. 

L'intégrale sera alors: 

/{Aa + BP+ rr)dio 

étendue a tous les elements dw de la surface. 

On peut égaloment la définir comme il suit, ce qui revient au 
méme : 

Exprimons x^ y ei z en fonctions de deux variables auxiliaires u et v 

x = <p^ (w, ?0» // = f^.i(w, t;), z = fr,(w, v). 

Acta mathematUa. 9. Imprlmé !• 3^ Mars 1887. 42 
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Ces équations définiront la surface d^intcgration. L'intégrale ne sera alors 
autre chose que Tintégrale double ordinaire 

ff\Al^-^^ + Jip^^ + Cp-^ndudv. 

JJ L 3(^, v) d{v, v) d{n, v)\ 

Nous désignons suivant la coutume par la notation ^'. le déterminant 
fonetionnel 

dx dy dx dy 
dn dv dv du ' 

La condition d'intégrabilité (c' est ä dire la condition pour que Vinté- 
grale prise le long d'une surface fermée quelconque soit nulle) s^écrit alors: 

dA dB dC _ 

dx dy dz 

Tous ces points sont trop connus pour que j'y insiste davantage. 
Passons maintenant au cas general. 

Soient .Tj, .t^, ..., x^j n variables indépendantes. Désignons main- 
tenant par la notation: 

(X„ X,) 

diverses fonctions données de ces n variables. Nous supposerons que Ton a: 

(3) (X„ X,) ^ o, (X„ X,) - - (X,, X,). 
Nous altoiis envisager Tintégrale double: 

oii lon fait entrer sous le signe S les combinaisons de deux in- 

dices i et År. 

Pour la définir, imaginons qu'on introduise deux variables auxiliaires 
u et v de telle sorte que 

(4) .r. = jr,(w, v). « = i.«,8 n) 

Ces équations (4) définiront la surface d' integration. Nous donnerons a 
u et a v toutes les valeurs qui satisfont a une certaine inégalité: 

(5) S^O^ t^> o 



\ 
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de sorte queii réaKté la surface (l'iiitégration sera couipléteiucnt définie 
par les équations (4) d'unc part et par rinégalité (5) d'autre part L'égalité: 



.1 



^{u, v) = o 



défiiiira alors la ligne qui servira de limite a la surface d'intégratioii. 
L'intégrale proposée sera alors Tintégrale double ordirmire: 



^=/lW, X.)'-^^;^M 



qui devra étre étendue a toutes les valeurs de u et de v satisfaisant a 

rinégalité (5). Quant au signe 2^, il 8'appliquera aux ^^ ^^ ~ combinai- 

^ons des deux indices i et å. 

Mais en tenant coinpte des relations (3), on peut écrire Tintégrale 
étudiée sous la forine: 



./^j/tS»'^''^-^;''"'"-- 



Il est tnanifeste que si on perinute les variables u et e;, Tintégrale 
change de signe, rnais cette operation est tout a fait analogue a ce que 
serait, dans Tétude des intégrales simples, un changement du sens de 
rintégration. 

A part ce changement de signe, Tintégrale est indépendante du choix 
des variables auxiliaires u et o. 

Notre intégrale double eXéxiX ainsi complétement définie, il faut trou- 
ver les conditions d'intégrabilité. Je veux dire, les conditions pour que 
rintégrale ne dépende pas de la surface d'intégration, mais seulement de 
la courbe qui limite cette surface; de méme que les intégrales simples 
appliquées a des différentielles exactes, ne dépendaient pas du cheniin 
dMntégration, mais seulement des extrémités de ce chemin. 

Supposons que Ton remplace les équations (4) par les sui vantes: 

la fonction f[ étant différente de la fonction jr^. Alors on changera la 
surface d 'integration. 
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Mais supposoris en méme teuips qu'on conserve riiiégalité (5) sans 
aucun changement, et que Ton ait: 

(f\{u, v) = if,{u, v) 

toutes les fois que lon a: 

^(?4, v) = O. ' 

Alors la courbe qui liniite la surface d^intégration n'a pas changé. 
Si dans ces conditions Tintégrale i/a pas changé, nous dirons que 

Texpression sous le signe /Test intégrable. 

Imaginons que lon pose 

en introduisant une troisicmc variable auxiliaire w. Nous calculerons 
Tintégrale proposéc J en Tétcndant ä toutes les valeurs de w et de t; qui 
satisfont a Tinégalité (5) et en regardant w coiiune un paramétre arbitraire. 
Je supposerai de plus que pour 

^(w, v) = o 

les fonctions y^ soient indépendantes de w, Alors* la surface d'intégration 
dépendra de Wj niais la courbe qui limite cette surface n'en dépendra pas. 

J sera une fonction du paramétre w et nous cherchons les conditions 
pour que cette fonction soit une constante; ce seront les conditions dmté- 
grabilité. 

Nous avons donc a écrire que: 



dJ _ 

dw 



Nous avons: 



•^»/iX.t-'^" ^')ä1>«* 



ce qui donne: 

dJ_ 
dxo 



JJ ^m^iém^n dw du dv 
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La preiniére intégralc double du second ineinbre peut ö'écrire: 

i fy T T '^-^^-^'ip^pdHdv. 

IJ ^^ i Lmf It ^mmf k UXh CIH UV CLW 

Cherchons a réduire la seconde. Pour cela, remarquoiis que Ton a: 
(6j fFcIu =fj^^dudv 

rintégralc double étaiit étendue a toute iiotre surface dintégratiori et 
Tintégrale simple du premier membre au contour qui limite cette surface 
et qui est défini par Téquation: 



(^{Uy v) =^ O. 



Faisons dans cette équation: 



^ ' au dw 

Nous avons supposé que les fonctions ^i, c'cst a dire les x^ sont in- 
dépendants de w pour ^ = o. On a donc, si <[) est supposé nul 

^** ^ t' ^ 

-r= o, r = o. 

aio 

Il résulte de la que le premier membre de (6) est nul. On doit 
donc avoir: 

du dv 



(7) jj(\, X.)g 



du dv dw 



On peut écrire une seconde équation analogue a Téquation (6) 
(6') -fFdv =ff^dudv 
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d'oii Ton déduit de la luétiie fa9on: 
Kemarquons inaintenant quc: 

/I, l.c-'^.. ^^i^ Ä. + S £'å) "'"'» - °- 

Fai effet si on envisage rexprcssion suivante: 

n — (^A,, A,; ^^^ ^^^^^ -h ^j^ ^^^^^; 

on voit qu'elle se change en — H quand on permute los indices i et k. 

Dans Temploi des relations (7) et (7'} nous pourrons done laisser de 

cöté le premier tenne du second menibre. Il vient done pour Texpres- 

sion de -y- 
dw 

/y*^ ^ rd{Xi, Xt) dxi dxjt d{Xi, X^) dxi dxt d(Xi, Xt) dxi dxt \ , , 
jj ^i^t\ dw dv dv dv du dw du dw dv j 

Observons inaintenant que: 

d(Xi, Xt ) __ ,|^ ^(Jfl^_*^*) ^ 
du ^h dzh du 

et que Ton a deux formules analogues pour: 

d(Xi, X, ) ^^ c/(X,, X,) 

dv dw 

Ceci nous permet de transformer Texprcssion de -^ et de Técrire: 

rr^^ \r^ \^ d(Xi, Xt) \dxi dxk dxh dxi dx^ dxt dxn dxt dxn j , 
11 ^h^i^-^k dxh Ldu dv dw du dv div du dv dw \ 
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Transformons-la encore en laissant de cöté les tennas oii les indices 
i et k son t égaux entre eux, puisque nous savons que ces termes sont 
nuls. Réunissons de plus les tennes en (X<, X^ et (X^, X) en remar- 
quant que 

(Af, X{j = — (a^, X^). 
Cela donnera 



ff^ 






Le Signe S porte sur toutes les combinaisons (?, A*, Ii) si Von oonvient: 
i^ de laisaer de cöté les combinaisons ou i = Ä\ 
2° de ne pas regarder comme différentes les deux combinaisons (/, A*, h) 
et (Ä:, /, Ä). 

Nous pouvons écrire aussi: 



dJ_ 

(ho 






Le signe S change alors de signification. Il porte sur toutes les combi- 
naisons (i, kj K) si Ton ne cönsidére pas comme difiFérentes deux combi- 
naisons qui ne difiFérent que par Tordre des lettres i, A, Ä. 

Il est clair d^ailleurs qu'on peut laisser de c6té les combinaisons ou 
deux des lettres i. A-, h sont égales entre elles, parce qu*elles donneraient 
un resultat nul. 

L'expression de -i— doit étre nulle quelles que soient les fonctions ^,. 

Cela ne peut avoir lieu que si lon a: 

/o\ ^ (^ (X<, X k) , d{Xk, X ^ d(Xk, Xj) __ 

^ ^ dxk dxi dx^ 

Telles sont les condition^ d^intégrabilité. Il faut prendre pour le 
systeme des trois nombres {iy k^ It) toutes les combinaisons possibles, en 
excluant celles oii deux des lettres seraient identiques et en ne regardant 
pas comme distinctes celles qui ne difiFérent que par Tordre des lettres. 
Les conditions d'intégrabilité sont donc au nombre de: 

n{n — l)(n — 2) 
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Considérons en particulier le cas de n = 4 et envisageons Tintégrale 
double : 



/( 



(X, }yiT<Jif + (X, Zjdxdz + (X, T)dxdf 



+ (F, Z)dif(fz + (r, Tjdifdt + {Z, T)dzdt]. 

Les conditiona d'intégrabilit« seront: 

'1{X, Y) d(T, Z) d(Z, X ) _ ^ 
dz dx dy 

dt "^ dx "^ dy 

'1{X, Z) d(Z, T) d{T, X) 
dt '^ dx "•" dz 

d{Y, Z) d{Z, T) d{T, T) 
dt "^ dy "^ dz 

Si Ton compare les conditions dMntégrabilité relatives aux intégrales 
simples 

# v fl \i d JLf^ 

^ ' dxh dxi "^ 

avec les conditions (8) relatives aux intégrales doubles, il est iinpossible 
de n'étre pas frappé d'iin fait remarquable. 

Dans les formules (9) on a alternativement le signe + ^t 1^ signtf — ; 
dans les formules (8) on n'a que le signe +. 

Qu'arrive-t-il si Ton passé aux intégrales d'ordre supérieur? 

On trouvera des conditions tout a fait analogues aux conditions (8) 
et (9) et Ton rencontrera encore le fait que je viens de signaler. Pour 
les conditions relatives aux intégrales d'ordre pair, tous les termes seront 
précédés du signe +; pour les conditions relatives aux intégrales d'ordre 
impair, les termes seront alternativement précédés des signes + et — . 

Soit par exemple Fintégrale triple: 

rintégrale étant définie comme plus haut, et les fonctions (X«, X^, X^) 
étant des fonctions analogues aux fonctions (X<, X^) et qui changent de 
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Signe quand on permuto rleux des indices a^ ft, j-, Leö conditions dMnté- 
grabilité sécriront alors: 

d{Xa, Xj, Xy) 'i(X^9, Xy, X)) d{Xy,X,}, X«) ti(X,j, X^, A'j) 

r/r,; f/r^ /f,r^j rZjjj. 

avec alternance des signes + et — . 

Soit au contraire Tintégrale quadruple: 

fffflL{X,, X^^, Xy, X,^dxJx:,dXydxr,. 

Les conditions dMntégrabilité 8'écriront: 

d(Xa , X;i, Xy, Xit) d(X^, Xy^ X^^ Xs) d{Xy, i), X,, X«) 

dx, dxa dx^i 

(/(X,J, X,, Xg , Xfi) j^ «'(X,, Xa, Xfi, Xy) 

+ rf*.. "•"" rfiv" -° 



»•« 



avec le signe + partout. 



S 3. Théoréme fomlafnental. 

Reprenons le mode de representation du § i. Soient donc A, /i, y 
les coordonnées d'un point dans Tespace ordinaire, et une surface ou por- 
tion de surface S. Posons ensuite: 

■ 

(i) 3-:=JP,(;>, ^, v), tf = ^^{X,fi,v), Z = f,{X,flyV), / = jP, (A, /i, v) 

I 

les fr étant des fonctions rationuelles. 

Envisageons une fonction des deux variables complexes 

^ = X + ip, r^ = z + it 

que j'appellerai 

ou bien encore 

P + iQ, 

Acta Mtt(kema(ica. B. Iinprinié h- i ATril 18h7 43 
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(2) 



H. 


Poincaré. 




8 reelle et ii 


inaginaire. 


On ai 


dP dQ 

dx dy' 


dP _ 

dz 


dQ 

dr 


dP dQ 
dy dx ' 


dP 

dt 


dQ 

dz' 



Il s'agit maintenant de définir cc qiron doit entendre par Vintégrale 
double: 

prise le loiig de la surface d'intégration détinie par la surface S et par 
les équations fondamentales (i). 

11 iinporte d'abord de définir le seiis de Tintégration. Pour cela 
iinaginons un observateur O, ayant le8 pieds sur la surface S et la tcUe 
dirigée soit vers lextérieur de cette surface, soit vers Tintérieur. Cest 
la position de cet observateur O qui définira le sens d'intégration. Nous 
dirons que ce sens est positif si Tobservateur a la tcHe vers Textérieur et 
négatif dans le cas contraire. 

Si la surface S n'est pas fermée, il ny a plus a propreinent parler 
d'extérieur et d'intérieur; mais nous pouvons toujours convenir de rcgar- 
der Tun des cötés comme Textérieur et Tautre coinme IMntérieur. (Si h\ 
surface if n^avait qu'un seul cöté, Tintégrale serait nuUe.) 

Envisageons maintenant Texpression: 

Cette expression n'a absolument aucune signification par elle méine 
et ne pourra avoir que celle que nous convicndrons de lui donner. Ef- 

fectuons néanmoins le produit sous le signe // d'aprés les réglos ordinnires 

du calcul; co ne sera la qu'une operation purenient mécanique et destinée 
a nous servir de régle mnémonique. Il viendra: 

jJ'[(P + iQ)dxih + {iP— Q)dxdt + {iP— Q)dy(lz — [P + iQ)ihidt 

Imaginons maintenant qu'on puisse trouver deux variables auxiliaires 
u et v telles quen tous les points de la surface S les trois coordonnées 
/, fiy v soient des fonctions holomorphes de w et de v. 
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Alors l'intégrale cherchée sera Tintégrale double ordinaire: 



/i"^ 






+('^-«:l!:;i-(''+'■«:f^^! 



(Ju (I v 



étendue a tons les systémes do valeurs de u et de v qui correspondent 
aux dififéreiits points de la surface S. 

Si Ton ne pouvait trouver deux variables u et v satisfaisant a 
ees coiiditions, on décomposerait la surface S en plusieurs regions et 
(il la condition que ces regions soient assez petites) on pourrait toujours 
trouver dans chacune d'elles, deux variables u et v telles que kj /jlj ]/ 
soient fonctions holoniorphes de u et de r, en tous les points de la 
region. 

I^ordre des deux variables u et v nest pas indifférent. Il est clair 
en effet que Tintégrale change de signe quand on permute ces deux va- 
riables. Voici donc la convention que nous ferons: iniaginons que u et v 
représentent les coordonnées d'un point dans un plan. Irnaginons que le 
point ?,y fij u décrive sur la surface S un contour feriné tres petit C au- 
tour des pieds de Tobservateur O et que cet observateur voie ce point 
décrire ce contour C dans le sens contraire a celui des aiguilles d'une 
inontre. Le point correspondnnt (w, v) décrira dans son plan un autre 
contour fermé C. 11 faudra que ce second contour C, soit décrit comme 
le premier dans le sens contraire a celui des aiguilles d'une inontre (en 
supposant que les axes des u et des v positifs soient disposés comme le 
sont d ordinaire les axes des x et des // positifs). 

Notre intégrale double est ainsi complétement définie et elle est ana- 
logue a celles que nous avons étudiées dans le paragraphe précédent. 
On a d^ailleurs: 

(X, y) = (z, 20 = o 

(X, Z) = (T, 3-) = ^ + iQ 
{X, 2) = (r, Z) = iF-(^. 
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Les quatre conditions d^iritégrabilité s^écrivent alors: 

dj' dy 

_^'(/^+ i^ _ d(iP — Q) 
djc dij 



=-o 



( 



// dz 



O 



d^iP-Q) , d{P + iQ) 

dt Um 

Elles seront donc reinpHes en vertu des relations (2). 

Il est aisé de tirer de la diverses conséquences. 

Imaginons d'abord deux portions de surfaces S et S* limitées par 
un niéme contour C et que ces deux portions de surfaces soient situées 
toutes deux dans Tespace (A, /i, v). Nous supposerons d^ailleurs que les 
deux surfaces d'intégration sont définies Tune par S, Tautre par S'^ mais 
toutes deux par les mémes équations fondamen tales: 

(1) .r = jr,(/,/i, p), //-- jrj(A,/i, v), ^-^ jr,(/,/i, v), f -- jr.f/, /x, v). 

Si la surface S peut, par une deformation continue, arriver a se 
confondre avec 6", et si dans cette deformation continue il narrive a 
auciin moment que la fonction F = P -^ iQ devienne infinie ou discon- 
tinue en un point de la surface d'intégration, ä ces conditions, Tintégrale 
prise le long de S sera égale a Tintégrale prise le long de S'. 

Considérons maintenant les surfaces singuHéres, c'est a dire Tensemble 
des points ou la fonction F devient infinie ou discontinue. Soient: 

les équations de ces surfaces. 

Rempla9ons dans ^\ et ^j, x, y, z, t par jTj, j^,, ^, et ^^, les 
deux équations des surfaces singuliéres se réduiront a deux relations: 

/;(/, /i, v) = /,(;., /i, v) = o 

entré /, /i et v. Ces deux équations définirent certaines courbes apparte- 
nant a Tespace (A, /i, u) et que j'appellerai courbes singuliéres, parce 
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quVlK»s sont le lieu des poiiits qui appartiennent a 1 espace {X, /i, u) et 
oii la foiiction sous le signe // devieiit iufinie ou discontinue. 

Nous pouvoiis donc énoneer le resultat précédent de la fayoii sui vante: 

Les deux portions de surface S et S' étant lUnitées au uiéine con- 
tour C diviseront Tespace (A, /i, >) en deux regions, Tune intérieure et 
Tautre extérieure. Si dans cette region intérieure, il n'y a aucun point 
des eourbes singuliére», Tintégrale prise le long de S sera égale a Tinté- 
gralc prise le long de S\ 

Si la surface -S est terniée, elle divisem Tespace (/, /i, >) en deux 
regions; si a Tintérieur de S il n'y a aucun point des eourbes singuliéres, 
Tintégrale prise le long de S sera nuUe. 

Si la surface S^ appartenant conime S a Tespace (/, /i, u) est ferinée 
counne ^ et tout entiére intérieure a i», et si dans Tespace compris entré 
S et S\ il n'y a aucun point des eourbes singuliéres, Vintégrale prise le 
long de S est égale a Tintegrale prise le long de S'. 

Si deux surfaces S et S', toutes deux ferrnées et appartenant toutes 
deux a Tespace (Å, /i, v) contienneiit a leur intérieur les ménies t^ourbes 
singuliéres et les iiiénies portions de eourbes singuliéres, Tintégrale prise 
le long de ^S sera égale a Tintégrale prise le long de -S". 

11 faut toutefois avoir soin de prendre les deux intégrales dans le 
méine sens. Nous avons défini le sens d'intégration a Taide de Tobserva- 
teur O. Nous supposerons donc que cet observateur a la inéme position 
par rapport aux deux surfaces S et 5'. S'il a la tét^ vers Textérieur 
de la surface S, il devra avoir aussi la tete vers Textérieur de la surface 
S' et inversement. 

Il peut arriver que deux surfaces ferrnées S et S' tout en n'appar- 
tenant pas au inéine espace {X, /i, v) contiennent néannioins a leur inté- 
rieur une méme courbe singuliére. 

Soient en effet: 

/i(^j !/y ^) = o, t = f^(xy y, z) 

les équations d*une courbe singuliére C. 

Cette courbe C appartiendra a la fois a Tespace (/, /i, vj défini par 
les équations fondamentales: 

X = X, y -=- fly Z = v. t = /,(A, fiy u) 
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et k Tespace (A', //, v') défini par les équations: 

Il pourra se faire alors qu'une surface fermée S appartenant a Fespace 
(A, /i, v) contienne a son intérieur la courbe singuliére C et nen contienne 
pas d*autre; et qu'une autre surface fermée S' appartenant a respace 
(A', //, v') contienne a son intérieur la courbe singuliére C et n'en con- 
tienne pas d*autre. 

L'intégrale prise le long de S est alors égale a Tintégrale prise le 
long de S'. Il faudrait toutefois pour s'assurer que Fintégration a bien 
lieu dans le méme sens, une discussion délicate que je réserverai pour le 
paragraphe suivant. Je me content^rai donc pour le moment de dire que 
les deux intégrales sont égales, ou égales et de signe contraire. 

On peut résumer tout ce qui précéde en disant que Tintégrale prise 
le long d'une surface fermée S ne dépend que des courbes singuliéres qui 
sont contenues ä Tintérieur de cette surface. 



^ 



g 4. BésUluH des foHCtioHH rationneUeH. 

Soit une fonction rationnelle 

Ecrivons-la en niettant en évidence le numératour et le dénominateur et en 
décomposant le dénominateur en facteurs irréductibles. Supposons pour 
fixer les idées que ce dénominateur admettc deux semblables facteurs. 
Soit donc: 

P, ^ et JR étant trois polynömes entiers dont les deux derniers sont ir- 
réductibles 

Considérons un espace (A, /i, j^} défini* par les quatre équations; 

X =-. jr,(/, /i, 1^), /y -- {r,(A, /i, >), .r = ^r,{Ä, /i, v), / = ^^,{Å, /i, u) 
et dans cet espace luie surface fermée S. 
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Il 8'agit de calculer Tintégrale double: 

prise le long de Sj Tobservateur O étant dirigé vers rextérieur. 

Gette intégrale dépend coinine nous ruvoiis vu des courbes singu- 
liéres qui sont contenues a Tintérieur de la surface S. 

Les courbes singuliéres de Tespace (/, /x, )i) sont de deux sortes: 

Les imes ont pour équations: 

^|(f^i(^» t^y ^) + i<fÅ^^ Ih ^)y 9Å>^y 1*-^ ^) + ^9X^^ l^y ^)\ = o 
les autres ont pour équations: 

D'ailleurs, celles de ces courbes qui seront contenues tout entiéres a 
Tintérieur de la surface fermée S, devront évideinment étre des courbes 
fermées. 

Supposons que la surface 8 contienne ii son int^rieur plusieurs cour- 
bes ^singuliéres fermées, par exemple deux que fappellerai C et C\ Nous 
pourrons toujours construire dans Tespace (/, /i, v) deux surfaces fermées 
2' ot 2" situées toutes deux a IMntérieur de S et contenant a leur inté- 
rieur, la preniiére C et C seulement, la seconde C et (7 seulement; Tinté- 
grale pri^c le long de äS' sera alors la somme de Tintégrale prise le long 
de 2' et de Tintégrale prise le long de 2*, Tobservateur O qui définit le 
sens d'intégration demeurant toujours dirigé vers Textérieur. 

Nous sommes ainsi ramenés au cas oii la surface i' ne contient a 
son intérieur qu'une seule courbc singuliére C. 

Toutes les surfaces S renferinant la courbe (• ccmduinmt a la méme 
intégrale. Il n'est pas nécessaire pour cela que ces diverses surfaces S 
appartiennent au méme espace (/, /x, v). 

Construisons donc un espace (/', //, i^') particulier contenant la courbe 
(J et, dans cet espace, une surface fermée 2' renfermant cette courbe. 
Nous choisirons cet espace et cette surface de telle sorte que Tintégration 
soit facile et Tintégrale cherchée, c'est ä dire Tintégrale prise le long de 
S, sera égale au signe prés a Tintégrale prise le long de i\ 
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Nous pourroiis toujours mettre leR oquatioiis de la courbe C sous 
la for me: 

les <p étant des fonctions périodiques du paraniétre ö>, puisque cette 
courbe ej^t ferinée. Nous supposerons que la période est égale a 2r. 

Cela pose nous introduirons deux autres parametres /? et ^ et nous 
écrirons: 

/ = d\{o>) + /)sin9r. 

Ainsi ./ , //, 'Z et / sont définis en fonctions de ö>, /> et jr et par 
conséquent en fonctions de /', //, v'. Mais il faut faire ici une remarque: 

;r, //, ^ et / sont des fonctions uniforines de ö>, /> et ^, mais non 
de /', /i', '/. Toutefois si Ton convient que p devra toujours étre compris 
entré o et i , a un systéme de valeurs l\ //, v', correspondra un seul 
systenie de valeurs de /?, cosw, sino), cos^, sin fr et un seul systéme de 
valeurs de .r, y, z, t; grace k cette restriction rr, y, z et / devieni,ient 
donc des fonctions uniformes de /, //, v'. 

A un point de Tespace (/', //, v') satisfaisant a la condition /> < i , 
c^est a dire situé a Tintérieur dun certain tore, corre-^pond donc un point 
et un seul de Thyperespace. 

Dans ce mode dv representation, la (Courbe C est représentée par le 
cercle (/> = o) 

/r + fi'' =1, v' = o. 

Nous prendrons pour la surface 2* le tore dont Téquation est: 

/> = />,, o < p^ < i, 

Ce tore enveloppe manifestement la courbe C, Nous allons voir que le 
calcul de Tintégrale 

le long de cette surface 1 est particuliérement simple. 
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Décomposons en eflFet rintcgration en deux parties; intégroiis d'abord 
par rapport k rj, en regardant f comme un paramétre årbitraire. Nous 
avons: 

Si f est regardé un instant comine une constante, cd sera aussi 
une constante; il en est de méme de />^, fr étant la seule variable. 
On a alors: 

ce qui montre que le point tj déerit dans le plan des rj un cercle de 
rayon />^ ayant pour centre le point ^^g + i4\ • L'intégrale simple 

I=fF{5,7j)d7J 

m 

est alors égale a 2i;r multipliée par le résidu de la fonetion F(c, rj) 
(regardée comme fonetion de rj seulement) par rapport au point 

Imaginons pour fixer les idées que le long de la courbe C ce soit le 
premier facteur Q{(, yj) du dénominateur qui s*annule de telle sorte que 

Le résidu en question est alors facile a calculer et on trouve pour 
Tintégrale simple: 

ou 

et ou par conséqnent * 

<2(c, ;y) = o. 

Il faut maintenant intégrer par rapport ii c ^-u faisant varier ro de 

Aeta mathematica, 9. Imprimé le fi Avrll 1887. 44 
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O a 2;r, c est a (lire en suivant toute la courbe C. On est done ramené 
a chercher Tintégrale simple: 




le long de la courbe C, yj étant supposé lié n c par la relation algébrique 

(m v) = o. 

Gette intégralc est donc une intégrnle abélienne attachoe a la courbe 
algébrique Q = o. 

Il suffit d'un peu d'attention pour vérifier que si l'on veut obtenir 
rintégrale le long de I, Vobservateur O étant dirigé vers lextéricur, il 
faut en prenant Tintégrale Jj suivre la courbe C dans le sen? des w 
croissants. 

LMntégrale prise le long de S sera donc aussi égale a J ou"a — J"; 
car elle est égale au signe prés a Tintégrale prise le long de 2\ Il reste 
ä déterminer le signe. 

Imaginons que Ton fasse varier d'unc maniére continue les quatre 
relations fondamen tales: 

X = ^^{kj fly )i)j y = jr,(A, /i, v), z = y,,{k, /i, i^), t = jr,(A, /i, v) 

et qu'en méme temps on fasse varier égalemcnt d'une maniére continue 
la surface S, mais de telle sorte que la courbe C reste toujours dans 
Tespace (A, /i, y>) et a Tintérieur de S. 

Uintégrale ne variera pas tant que la h;urface S ne contiendra pas 
d'autre courbe singuliére que C. 

Cela pose envisageons les douze dérivées partielies de rr, ?/, ^, t par 
rapport a A, /i, v 

dx d<p^ dy d(f^ 

Tx ^~dk' tx ^ 'dl' ' ' ' 

et d'autre part les quatre dérivées de x, y^ Zy t par rapport ii to, en 
supposant que le point x, y, Zy t décrive la courbe C: 

dx d</\ dy dip^ 



do) d(o d(o dio 



• • t • 
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Envisageons cnsuite le déterminant: 
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dy 


■ dx 


dx 


dx 


dto 


dÅ 


J,\ 


dv 


d* 

lltO 


dij 

■ 7å 


dl/ 
dft 


du 
dv 


dl 


dz 


dz 


dz 


deo 


dk 


dit 


dv 


dz 


dt 


dt 


dt 


deo 


dk 


du 


dv 



= A. 



Je d\^ que si A s*aiinule en iiri poiiit quelconque de C, il y aura 
a Tiiitérieur de S uiie autre courbe singuliére que G (en négligeant cer- 
tains oas exceptionnels qull serait d^ailleurs inutile d'envi8ager ici). 

En efifet, les courl)e8 singuliéres ont pour équations: 

^(^1 + '^2^ f^ + if 4) = 0. 

Pour qu'une courbe gauche posséde un point double, il suffit en 
general que le calcul des cosinus directeurs de la tangente conduise a 
une indétermination. Cherchons donc a déterminer la tangente a C; 
Téquation jles courbes singuliéres: 

peut se résoudre par rapport a ly, d'ou: 



d'ou 



/•(c) 



'P^ = A + Bi 

"C 



A et B étant les parties reelle et iniaginairc de la dérivée de /"(f). 
Cela donnc: 



(O 



(h = Adx — B dy 
dt = Bdx + Ady. 
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Nous devons chcrcher la tangente it C et pour cela, il faut déter- 
ininer les rapports des quatre dififéreiitielles dXy dy^ cJZy dt. Pour cela 
nous avons Téquation: 



dx 



(2) 



, au U.U 

(iy -Ti -j:. 



dx 


dx 


dx 


dÅ 


d/x 


dv 


dif 
dÅ 


dif 
dfi 


dy 
dv 


dz 


dz 


dz 


dÅ 


dfi 


dv 


dt 


dt 


dt 


dÅ 


dfi 


dv 



dz -T. 



dt ^, ^ '^ 



= o 



qui jointe aux équations (i) suffit en general pour déterminer dXy dijy 
dZj dt. Mais coinine dXy dijj dZj dt sont des différentielles se rapportant 
a C, elles doivent étre proportionnelles a 

dx dif dz dt 
dio ' dio ' d(o ' dio 



de sorte quon a toujours: 



dx 


dx 


dx 


dx 


dto 


dÅ 


d/x 


dv 


dy 


dy 


dy 


dy 


do) 


dÅ 


dfi 


dv 


dz 


dz 


dz 


dz 


dw 


dÅ 


dfx 


dv 


dt 


dt 


dt 


dt 


d(o 


dÅ 


dfi 


dv 



O. 



On a toujours d'ailleurs: 



— = A— B— 

do) dw diiy 



dt A^y_\ R ^^ 

dto dcD da) 
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ce qui montre que les différentielles 



dx = s 



dy 



j dx 

dy = e — J 



d 



(O 



dz ^ s 






dt ^ £ 



dz 
dm 



(oii e est une quantité infiniment petitc quelconque) satisfont toujours aux 
équations (i). 

Si de plus on a A = o, elles satisferont également ä Féquation (2). 
Mais alors ces équations (1) et (2) ne suffiront plus pour déterminer les 
quatre diftérentielles. La courbe C aura donc un point double. 

Done si en un point de la courbe C, A 8'annule, ce point est un 
point double; ou bien encore nous pouvons dire que la surface S contient 
outre la courbe C une autre courbe singuliére qui vient couper G. Une 
discussion plus approfondie montrerait qu'il y a des cas d'exception, mais 
que ces cas ne se présenteront pas si A s'annule en changeant de signe. 

En conséquence, si la surface S ne contient pas d'autre courbe sin- 
guliére que Cj le déterminant A conservera le méme signe tout le long 
de C. Iinaginons inaintenant que Ton fasse varier S et Tcspace (A, /i, \f) 
d'une fa^on continue comine nous Vavons dit plus haut. Tant que A ne 
changera pas de signe, Tintégrale ne variera pas. 

Donc le signe de Tintégrale dépend du signe de A. 

Voyons quel est ce signe pour Tintégrale prise le long de 2'. 

On a alors: 



A = 



dy 


dx 


dco 


d(o 


dx 


dy 


do) 


dm 


dt 


dz 


d(o 


dm 


dz 


dt 



dm dm 



dx 
dp 

dy 
dp 

dz 
dp 

dt^ 
dp 



dx 
dip 

dy 
dip 

dz 
dip 

dt^ 
dip 



a(ö>, p, ip) 



Il vient ensuite 



^K p, ip) 



= — />(i + />cos^) < o; 
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A est donc de méine signe que: 



dx 
dio 


dy 
dio 


dy 
dio 


dx 
dio 


dz 
dio 


di 
dio 


dt 


dz 


dio 


dio 



O 



o 



o 



COSjr //SUljT 



SUl^ 



p cos jr 



cest ä dire positif. 

En resumé: 

lyintégrale double prisc le long de S est égale a Tintégrale simple 
abélienne: 



J = 




prise le long de la courbe C-, et on doit parcourir cette courbc dans le 
sens des w croissants si A est positif et des w décroissants si A est négatif. 
Ainsi les périodes de Tintégrale double: 



// 



Pdjdrj 
RQ 



sont les inéiiics que cclles de 1'intégrale simple abélienne: 



J = 



/2iKPd$ 
dr^ 



relative a la courbe algébrique Q =^ o et aussi que celles de Tintégrale 
simple abélienne 






relative a la courbe algébrique JB = o. 
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Nous savons qu'une intégrale abélienne possode deux sortis de pé- 
riodes, les périodes cycliques et les périodes polaires. Les intégrales de 
I*" et de 2^^ espéces ne présentent que des périodes cycliques. 

Etudions d'abord les périodes cycliques. Si la courbe ^ = o est de 
genre g, Tintégrale J admettra 2q périodes cycliques. Si la courbe JB = o 
est de genre r, Tintégrale J' admettra 2r périodes cycliques. L*intégrale 
double aura donc en tout 2g + 2r périodes cycliques. 

Quelle est la condition pour que cette intégrale n'ait que des périodes 
cycliques. Il faut que les intégrales J et J" soient de i*" ou de 2"* 
espéce. Pour cela il faut et il suffit que la courbe P = o passé par 
tons les points doubles des deux courbes 72 = o, ^ = o, ainsi que ptir 
les points d'intersection de ces deux courbes, a lexception toutefois des 
point^ oii ces deux courbes se toucheht. 

Passons maintenant aux périodes polaires. Les påles de Tintégrale J 
sont les points dMntersection des deux courbes: 

iJ = o, Q = o 

et les pointe doubles de la courbe 

Q = o. 

Pour les premiers, le résidu est facile ä calculer. On trouve que 
la période est égale a: 

**" >lQdU _dQ dli 
dij d$ d$ dr 

ou c> 5y sont remplacés par les coordonnées du point d'intersection considéré. 

Si Ton . considéré ce méme point d^iptersection comme un p61e de 
Tintégrale J', on est conduit au méme resultat, au signe prés. 

Pour les points doubles de (^ = o, on trouve: 

— 4a- 



V \d$d71, 



]) dV dr/ 



oii c ft jy ?<)nt remplacés pnr les coordonnées du point donble. . 
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En envisageant Tintégrale J* et les points doubles de JB = o, on serait 
conduit ä des périodes de la forme: 



— 4;r' 



^ V \ded7j) d$' drj^ 



En resumé si les deux courbes ^ = o, JR = o sont respectivement 
d'ordre m et n avec A et Ä points doubles, on aura: ^ 

^ (m~ i)(m — 2) _ ^ ^ ^ (n— i)(it-~2) _ ^. 



et rintégrale double admettra los périodes sui vantes: 
1" les 

2g + 2r = (m — i)(m — 2) + (^ — 0(^^ — 2) — 2(ä + ä') 

périodes cycliques. 

2® les mn périodes relatives aux mn points d*intersection des deux 
courbes. 

3** les A périodes relatives aux h points doubles de ^ = o. 

4*^ les k périodes relatives aux k points doubles de 72 = o. 

Il y aura donc en tout 

m' + ^^ + ^^ — 3 (^ + ^) + 4 — Ä — k 

périodes. 

Si Ton considére les deux courbes (^ = o, iJ = o comme n'en for- 
mänt qu'une seule qui a pour équation: 

QR = o 

elle sera de degré p = w + ^ ^t aura: 

d = mn + A + ^" 

points doubles. 

Le nombre des périodes auqucfl on est conduit est alors: 

/^' — 3i^ + 4 — ^- 
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Si on avait eu au dénominateur un polynöme indécomposable (), 
que ce polynöme et\t été de degré p, et que la courbe: 

Q = o 

et\t eu d points doubles, on aurait trouvé pour le nombre des périodes, 
en appliquant les formules précédentes: 

y — 3/>+ 2 —d. 

Voici donc ee que nous pourrons dire en general: 
Soit p le degré du dénominateur, i; le nombre de ses facteurs irré- 
ductibles, d le nombre des points doubles. Le nombre des pérlodes sera: 

P^ — 3P + 21; — d. 

Ce nombre peut se réduire dans certains oas particuliers. 

Nous ne nous sommes occupés jusquUci que du cas ou tous les fac- 
teurs du dénominateur sont distinct-s. Il nous reste a examiner ceux ou 
deux ou plusieurs de ces facteurs se confondent, ce qui arrivera par 
exemple si le dénominateur est un carré parfait. 

Il faudrait donc étudier les period es de Vintégrale double: 



f 



or Rf 8' 



oii Q, R et S sont des polynömes entiers irréductibles, et ou ol, ^, y soiit 
des exposants entiers. 

Il nous suffira, pour faire coinprendre la marche a suivre, de con- 
sidérer le cas particulier de Tintégrale 



(TPd^dr, 



Les courbes singuliéres ont alors pour équations: 

Pour calculer Tintégrale, il faut employer le procédé de la différen- 
tiation sous le signe fj, 
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Considérons l'intégrale double: 



rrpd^r, 



N0U8 avons vu qu'elle est cgale a l'intégrale simple abélienne 



J = 2/r 



t/ 



pd^ 

dQ 
dr, 



relative a la courbe algébrique: 



Q = a. 



C est une fonction de a dont la dérivée par rapport a a est egale a 



rr pj^dr, 



Diflférentions de méine Tintégrale simple J par rapport a a; nous 
trouvons: 



On a: 



dr, 



d 


P 


d 


V 


dr, 


da 


dQ 
drj 


drj 


dQ 
dri 


da 


P 
dQ 
dri 




dP dQ 
dr; dr, 

i 


'dQ\ 
drJ 


dr; 



De plus yj nous est donné en fonction de c et de ot par Tégalité: 

En la différentiant par rapport a ot on trouve: 

(IQ dr 

— -- = I . 

drj da 
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Il vient donc: 

dJ _ I dr; drj drj* ,^ 

D'ou Ton conclut quc Ics périodes de Tintégrale doublé 



JJ ^' 



sont les méiiies quc celles de Tintégralc simple abélienne: 

^dPd^^pd^Q, 

relative ä la courbc algébrique ^ = o. 

Un cas particulier intéressant est .celui des périodes polaires. Soit 
par exemple ä calculer cclle des périodes polaires de Tintégrale double 



i 






qui se rapporte au point d'intersection : 

^ = a, r/= b 

des deux courbes 

R = Oy Q = o, 

On pourrait faire le calcul a Taide de la formule précédente, iriais 
il est plus simple d^opérer comme il suit: 

Considérons les périodes polaires de Tintégrale: 



// 



l{{Q-ä) 



et en particulier celle qui se rapporte au point d'intersection : 

^ = a', 7j = b' 

des deux courbes 

E= o, Q = a. 
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Je suppose, bien entendu, que o! et V se réduisent a a et 6 quand 
a s*annule. Gette période est égale a: 

A(«', V) 

A désignant le déterminant fonctionnel de JR et de Q. 

Nous n^avons plus quä difFérentier ccttc oxpression par rapport ä a. 
Appelons jr la fonction 

Appelons 2)(f, gy) le déterminant fonctionnel 

dip dR dtp dK 
d$ drj dr] d$ 

Nous trouverons que la période de Tintégrale double 



ff 



est égale a 

D(a, b) 



+ 



On voit aisément coniment on opérerait si Texposant de Q était plus 
grand que 2. • 

En particulier, Tintégrale double 



/ 



Pd$d7} 



n'a qu une seule période qui a pour expression 



47t'F(a, b) 



In — l \p — I 

GU Ton a pose: 

in+p-i p 



d"-'fd''-'7 
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De méme rintégrale 



/. 



a une seule période dont rexprcssion est: 

4-W^'(0, O) 



(a/J — /9)')"+'' n— l p— l 



Pour définir ici la fonction jP(cj yj) qui ub, plus la méiiie significa- 
tion que plus haut, nous supposerons qu'on ait changé de variables en 
faisant: 

e = a^ + /hi 



7' ^ r^ + ^ 



et nous poserons: 



^(c. »7) = 7^ 



jn^-p—2p 



dr-'^dr~'yj 



§ 5. Méthode de M. SHéHjes. 

Monsieur Stieltjes a découvert il y a quelques années une remar- 
quable généralisation de la serie de Lagrange. Considérant Tintégrale 
double: 



// 



QB 



qui a fait lobjet du paragraphe précédent, et Tintégrant le long d'une 
surface particuliére, il découvrait Tune de ses périodes, qui a pour ex- 
pression : 



Ar I 



« p 



(i) dQdK ^dQdR 

. c/f df] dfj d^ 

$ et rj étant reinplacées par les coordonnées d'un des points d'intersection 
des deux courbes: 

^ = o, R = o. 
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On na plus qu'ä faire dans cette formule: 

(2) 

(Ä et k étant deux quantités tres petites, f, ^ et F trois polynömes quel- 
conques en c? ^) pour retoinber sur une généralisation de la formule de 
Lagrange. 

M. Stieltjes ne publia pas toutcfois sa découverte et se borna a la 
communiquer a quelques aniis; mais de graves objeetions lui furent faites 
et le déterminérent a ne pas publier ses resultats. 

Etait-il certain que la fonction sous le signe /Tne devenait pas in- 

finie en quelques points de la surface d'intégration? 

Comment se faisait-il, puisque rien ne distingue Q de jR, qu'on 
changeait le signe de Vexpression (i) en permutÄUt Q et R? 

La discussion du paragraphe précédent, nous met aujourd'hui en 
mesure de répondre a toiites ces objeetions. 

Commen9ons par introduire les quatre relations fondamentales qui 
définissent Tespace (A, //, v); nous écrirons: 

_1 pik'— 1) _2^ __ _2fip_ _ 2up 

•^ - /,«+!' ^ - k' +~r " ~ ^•«> I ' ^ - ^« + 1 

ou lon a pose pour abréger 

k^ = }? +/i' + v\ 
Les deux équations 

^ = o et 3y = o 

représenteront respectivement dans Tespace (A, //, v) le ccrcle 

(3) / = o, /i^ + v» = I 

et Taxe des A 

/£ = o, i; = o. 
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Si h et k sont assez petits les deux équations: 

Q = o et R = o 
oii ce qui revient au méme: 

c ^- hf et 7j = ly 

9 

m 

représenteront respectivement dans Tespace (A, /i, y) une courbe ferinée 
tres peu différente du eercle (3) et une autre courbe fennée se rapprochant 
beaucoup de Vaxe des A dans tous lespoints situes a distance finie. 

Il iinporte de remarquer que ces deux courbes sont entrelacées Kune 
dans Tautre. Je veux dire par la qu'il serait impossible de construire 
une portion de surface simplement connexe limitée a Tune des deux cour- 
bes fermées et qui ne coupe pas Tautre courbe fermée. 

La surface d'intégration considérée par M. Stieltjks est définie comme 
il suit: on fait décrire ii c dans son plan, un eercle ayant pour centre 
Torigine, pendant que yj décrit de son c6té dans son plan un autre eercle 
ayant aussi pour centre Torigine. 

Les équations de la surface d'intégration sont donc: 

^.2 _i_ ,-2 ^2 *2 _i_ ^2 ^2 

Si nous revenons a notre mode de representation, il faut que nous 

supposions: ^ 

2 I 2 2 

/>1 + />2 = /> • 

La surface d'intégration sera alors représentée dans Tespace (A, /i, v) 
par la surface: 

Gette surface ost un tore; le eercle 
et par conséquent si h est tres petit, la courbe ferinée 
se trouvent entiereinent a Tintérieur de ce tore. 



/ 
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Au contraire Taxe des Å 
et par conséquent si k est tres petit, la courbe ferinée 

se trouvent entiéreinent a lextérieur de ce tore. 

On voit tout de suite que la premiére objection faite a M. Stieltjes 
est levée, puisque le tore ne coupe en aucun point les courbes singuliéres. 

Nous définirons le sens d'intégration comme nous Tavons fait ju8qu'ici, 
par un observateur placé sur le tore; je supposerai par exemple que cet 
observateur est dirigé vers lextérieur. 

La seule courbe singuliére située a Tintérieur de la surface d'inté- 
gra tion est la courbe: 

Uintégrale cherchée se raméne donc ä une intégrale abélienne simple 
relative ä cette courbe. Il suffit d'un peu d'attention pour reconnattre, 
en appliquant les régles du paragraphe précédent, que cette période est 
une période polaire et quelle est égale a: 

47r'P 
dQdR _dQdR 

^ d$ dr] di^ d$ 

Il nous est facile de voir maintenant comment tombe d'elle-raéme la 
seconde objection qui avait été opposée a M. Stieltjes. Il n'est pas vrai 
que rien ne distingue Q de R. La courbe ^ = o ou ^ = hf est k Vin* 
térieur du tore qui nous sert de surface d' integration; la courbe R = o 
ou 7] = kf> est au contraire ä Textérieur. Si donc nous considérons Tob- 
servateur qui définit le sens de Tintégration, nous verrons qu'il est dirigé 
vers Textérieur du tore, c'est a dire du méme cöté que la courbe R = o, 
et du c6té opposé a la courbe Q = o. Ces deux courbes jouent donc 
des r61es diflférents. 

La seconde partie de Vanalyse de M. Stieltjes ne soulevait pas 
d'objcction analogue ä celles que nous venons de discuter. Néanmoins 
comme elle na pas encore été publiée et qu elle est fort courte, je vais 
Texposer ici en quelques möts. 
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Si nous donnons k Pj Q et R leurs valeurs (2), il est.aisé de voir 
que notre intégrale sera égale a 



4^ i^(Co, rjo) 

Co ^t T^o étant les valeurs de ^ et de ly tres voisincs de o qui satisfont 
aux deux équations: 

D'autre part si h et k sont assez petits pour qu'on ait en tous les 
points de notre tore: • 



hf 



< I, 



k<f 



f 



< I 



1'intégrale pourra se dévclopper en serie comine il suit: 



Co qui donnc, (Vapres les principes du paragraphe précédent: 



^''(^n''7o)^ 



^^h^bP -"'''^\ V^ ' 1... * ^1 .17 

w y> il — I p n p — I 



+ 






?) 

il — 1 I p — I 



Dans le second membre ^ et r^ sont supposés remplacés par o et o. 
Quant a la notation I)„j,j on a écrit pour abréger: 



KÅ") - 



7M->-/> 

a n 
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En réduisant, il reste pour la partie entré crochet^: 

A.,(Frf")-A-,.,(j^fr)-»..,-.(i'r©+fl.-,.,-,[^«;-§; 



ou bien: 



^/).-,.,-,[A.,(^T.') - Kiy%,') - r>J'-rX) + ^■M 



OU enfin en réduisant encore: 



On est ainsi conduit a uno généralisation de la formule, de Laowange 



§ 6. Seeonåe aiypliecition. 

TI n'e8t pas .douteux qu'on ne puisse tirer des princlpos qui prooédent 
uiie foule .d'applications différentes. Je me bornera! a exposer ici la 
suivante. 

Il est aisé de démontrer qu'une fonction entiére d'une variable, dont 
le module reste inférieur ä uno quantité donnce, se réduit a une constante. 
Ce resultat sétend immédiatement aux fonctions de deux variables. On 
peut d^ailleurs Ténoncer comme il suit: 

Une fonction entiére de deux variables c et 5; qui tend vers une 
limite finie et déterminée quand c et ^ tendent vers Finfini, et quelle que 
soit la maniére dont f -et ly tendent vers Tinfini, se réduit ä une constante. 

La théorie actuelle nous permet de faire un pas de plus. 

Il .n'est pas nécessaire, pour que la fonction se réduise a une con- 
stante, qu'elle tende vers une limite finie et déterminée quelle que soit 
la maniére dont c et ly tendent vers Tinfini. 

Supposons, pour préciser davantage, que Ton pose: 

c = (a + ip)f>. ly = (;^ + id)p 

avec la condition 

(i) a-'-{-p' + f-\-^"= •• 



/ 
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Faisons ensuite croitrc p indéfiniment, a, ^9, /-, rf restant constants. 

Les théories anciennes nous pennettent d'affirnier ce qui suit: 

Si quels que soient a, ^9, ;-, rf, la fonction entiére, -F(^, ^) tend vers 
une limite finie et déterininée, cette fonction est une constante. Il n'est 
*d'ailleurs pas nécessaire que cette limite soit la inéme pour toutes les 
valeurs des quatre quantités ot, y9, X'i ^5 ^ suffit qu*elle soit toujouvs finie. 

Grtice a la théorie actuelle, nous pouvons affirmer quelque chose 
de plus. 

La fonction entiére F sera une constante, non seuleinent pourvu 
qu'elle tende vers une limite finie pour toutes les valeurs possibles de 
^j /^j T' ^^> \\\^\^ eneore pourvu qu'elle tende vers une limite finie pour 
toutes les valeurs de ot, /9, ;-, rf qui satisfont non seulement a la relation 
(i), mais a une autre relation convenablement choisie. 

Reprenons les quatre relations fondamentales du paragraphe précédent: 

/>(<•* — I) 2)m 2np • 2vp 
I* ' 2 / it • y . ' * ■■ / L _ 

A' + I • •''/,'+,' ^ - Jt« + , ' ^ - /,« + , 

le' = Å' -\- //' + u\ 

Nous avons vu que les équations 

f = O et yj =-- o 
étiiient respectivemcnt représentées dans lespace (A, /i, v) par le cercle 

;i -__- o, fi^ + s;' = I 
et par la droite: 

Nous avons vu en outre que Téquation 

mod' 77 = 



o 

f0 



était représentéc par le to re: 

Ces tores sont de revolution autour de Taxe des X et on peut les 
définir géométriquement en disant qu^ils sont le licu des points M tels 
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que le rapport de la plus graude et de la plus petite distance de M au 
cercle c = o soit constant. 

Venong inaintenant å réquatioii: 

«<? + /?3y = o 

ou a et y9 sont des coefficient^ imaginaires quelconques. Elle representera 
aussi un cercle. De plus ce cercle devra se trouver tout entier sur le tore: 

Ce ne peut d ailleurs étre ni un des cercles méridiens qui ont pour 
équation 

3y = const. 

ni un des cercles paralléles qui ont pour équation 

c = const. 

Mais on sait que si Ton coupe le tore par un plan bitangent, Tinter- 
section se déconipose en deux cercles. Le cercle: 

ac + /53y = o 

sera donc Tun de ces deux cercles. 

Si los axes sont placés comnie ils le sont d'ordinaire, ce sera celui 
des deux cercles qui est situé a gau^he d'un observateur placé suivant 
Taxe des / et regardant la partie des deux cercles qui est dirigée vers sa tete. 

En faisant varier les deux coefficients a et y5 on obtiendra donc une 
faniille de cercles que j'appellerai les cercles C. 

Ces cercles seront toujours réels et leur rayon ne pourra sannuler. 

Ce qu'il iniporte de remarquer, c'est que deux quelconques des cercles 
C sont entrelacés, dans le sens donné a ce mot au paragraplie préccdent. 

En effet les cercles 

ac + i^ = o, ^-c + firj = o 

sont évideuiment entrelacés si 

a=i, y9 = o, T = Oj 0=1. 
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Faisons ensuite varier d'une maniére continue les quatre coefficientB 
a, y9, j', (7 et voyons si les deux cercles peuvent cesser d'étre entrelacés. 
Ils ne pourraient cesser de Tétre que s'ils arrivaient d'abord ä se couper. 
Or s'ils se coupaient, on aurait un point d'intersection: 



$ = rj = o 



ce qui est impossible, puisque les formules (2) eonduisent ä la relation: 

Pour faire comprendre rimportance de cet entrelacenient, considérons 
Téquation plus gén^rale 

a? -]- ^ = f. 

Gette équation representera encore une faniille de cercles, les cercles 
C", dont les cercles C ne sont que des cas particuliers. 
Deux cercles C 

«<? + /% = r 

peuvent ctrc ou n'ctre pas entrelacés. Ils le seront si: 

\a/ - a'ry + W - M < f^'W - «'^r 

Ils ne le seront pas dans le cas contraire. 
L'intégrale double 



JJ («c + /?7 - r)(«'c + ii'rj - r 



) 



prise le long d*une surface qui enveloppe le ccrcle: 

a$ -^ /Srj = r 
en laissant en dehors le cercle 



y 
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sera égale taiitöt ä o, taiitöt a 

oii c„ et 5y„ satisfont aux équations siinultanéeiii 

t 

EUe sera égale ä o si les deux cercles ne sont pas ciitrelacés et a 

-^-- Vi" \ 

8'il8 sont entrelacés. 

Dans le cas des cercles C, conniie il y a toujours entrelacernent, 
on aura: 



De méme Tintégrale: 



// 



Fd^dr^ 



m, fM . Cå\V 



s'exprimera tres simplement a Taide des dérivées d^ordre m + i> de 2^, 
ou plutöt des valeurs de ces dérivées pour c = Jj = o. L'expression sera 
linéaire et les coefficients dépendront de a, ^9, a', /?. (Voir la fin du § 4.) 

Cela pose voyons coniment chaque point de Tespace (A, /i, v), re- 
présente une irmniére pour c et r^ de tendre vers Tmfini. 

Imaginons que /, /x, v conservant la méme valeur, p croisse indéfini- 
ment. Xj y, ^ et / croitront indéfiniment et de fa9on que leurs rapports 
demeurent constants. Lors donc que x^y^Zyt croissent au délä de toute 
limite, ma is de telle fa9on que leurs rapports tendent vers des limites 
finies et déterminées, cette maniére de tendre vers Tinfini sera représentée 
par un point de Tespace {X, /i, v). 

Une surface -S appartenant ä cet espace representera donc un en- 
semble de maniéres de tendre vers Tinfini. 

Imaginons qu'une surface 4^ soit telle que le cercle: 

af + y^jy = o 
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soit tout entier a son intérieur et le cercle . 

a'6 + ^^ = o 

tout entier a Textérieur. 

Supposons que, quand f et rj tendent vers Vinfini de Tune des ma- 
niéres représentées par les divers points de cette surface Ä, la fonction 
entiére F tende vers une limite finie et déterminée. 

A cette condition, F se réduira a une constante. En effet Tintégrale: 






prise le long de S, tendra vers o quand p croitrn indéfiniment, (a moins 
que m ^ p = i). Elle est donc nulle. 

Donc toutes les dérivces de F sannulent pour ^ = rj = o. 

Donc F est une constante. 

En resumé, si on sait démontrer que F tend vers une limite finie 
quelle que soit la raaniére dont c et ^ tendent vers Tinfini, F est une 
constante; voila ce qu'on savait déja. 

Supposons maintenant qu'on sache démontrer seulement 'que F tend 
vers une limite finie quand c et ^ tendent vers Tinfini d'une certaine 
maniére. L'espace (A, /x, v) dont les points représentent les différentes 
fa9on8 de tendre vers Tinfini, sera alors partagée en diverses regions. 
Pour les unes, on saura démontrer que F tend vers une limite finie; 
pour les autres, on ne saura rien. 

Si par cxemple il y a une region de Tespace qui contienne Tun des 
cercles G tout entier et en tous les points de laquelle la limite F soit 
finie, on sera certain que F est une constante. 

Ou bien encore supposons que Tespace se divise en trois regions 
i?j, R.^ et 7?,, de tel le fa9on que Ton ne puisse passer de R^ a R^ sans 
tra verser R^. Imaginons que R^ contienne un des cercles C tout entiers; 
que 7?^ contienne un autre cercle C tout entier et qu'en tous les points 
de R^ la limite de F soit finie. Nous serons encore certains dans ce cas 
que F est une constante. 
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§ 7. PértodeH variahles. 

eJ'arrive a un autre ordre de considérations oii Ton verra la prin- 
cipale différence qiii éloigne la théorie actuelle de celle des intégrales 
simples. 

Nous avons supposé jusqu'ici ique la fonction sous le signe JTne de- 

venait infinie en .aucun des points de la surfaco d'intégration. 

Cette hypothése n'est pas nécessaire comme elle rétait dans le oas 
des intégrales simples. Il arrive en effet, comme nous allons le voir, que 

rintégrale reste finie bien que la fonction sous le signe /Tdevienne infinie. 

Soit S la surface d'intégration appartenant a Tespace (A, /i, v) et 
dans ce méme espace, une courbe singuliére C en tous los points de la- 
quelle la foncti%n F(f, ly) devienne infinie. Supposons que cette courbe 
G coupe la surface 4^ de telle sorte que Tune des portions de C soit a 
rintérieur de S et Tautre a Textérieur. 

Prenons maintenant Tintégrale: 

le long de la surface 4^. La fonction F sera infinie aux points ou C 

coupe 8j mais en general elle sera infinie de i" ordre seulement lyihtc- 
grale restera alors finie. 

Nous savons en effet qu'une intégrale multiple d'ordre n reste finie 

quand la fonction sous les n signes f devient infinie en un point isolé, 

pourvu toutefois qu*elle soit infinie dWdre inférieur a n. 

Pour évaluer cette intégrale double, on peut opérer absolument de 
la méme fa9on que dans le § 4. Posons alors 

Nous supposerons que P ne devient pas infini a Tintérieur de* Ä, et que 
Q ne devient infini que le long de la courbe C. Cela suppose que S 
ne contient pas d^autre courbe singuliére que C; mais cette hypothése est 
toujours permise, car s'il en était autrement, on remplacerait la surface 
S par plusieurs autres no contenant chacuno qu'une courbe singuliére. 
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L'intégrale double sera égale alors a Tintégrale simple 

dQ ' 

Gette intégrale au lieu d'étre prise tout le long de C, sera prise 
seulement le long d'une partie de cette courbe, puisqu'une partie seule- 
ment de cette courbe est intérieure a 8. 

Si P est rationnel et si Q est un polynöme entier, cette intégrale 
simple est eneore une intégrale abélienne relative ä la courbe algébrique 

<2(e, Ti) =-- o. 

Mais ce n'est plus une période de cette intégrale, c^est une intégrale 
prise entré deux points quelconques de la courbe ^ = o: 

Quant au sens dans lequel on doit suivre la courbe G, on le déter- 
minerait par la régle du § 4. 

Nous pouvons donner aux intégrales doubles de cette forme le nom 
de périodeSy puisqu'elles sont prises le long de surfaces fermées. Mais 
elles différent beaucoup des périodes que nous avons envisagées jusqu'ici. 

Si en effet, nous déformons d'une fa9on continue ' la surface d'inté- 
gration S, Tarc de C qui sera ä rintérieur de Ä variera aussi d'une fa9on 
continue. Il en sera donc de méme de la période. 

Ges périodes ne sont donc pas des constantes. Ge sont des périodes 
variaUes. Il importe d ailleurs de ne pas les confondre avec les intégrales 
auxquelles M. Pica«d avait donné ce nom dans ses notes du 29 Janvier 
1883 et du i""" Février 1886. 

ele rappelle que dans Tintroduction nous sommes convenus de ne pas 
le leur conserver afin d'éviter toute confusion. 



g 8. AjjplicatiouH aux fonctionn 8. 

Je vais reprendre les notations dont j'ai fait usage dans mon mé- 
moire sur les fonctions Abéliennes (American Journal of Mathematics 
Vol. VIII, N^ 4). 

Ada mathfmatiea. 9. Imprimé le 7 Avril 1887. 47 
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J'envisagerai une fonction abélienne de deux variables f et iy et 
j'appellerai les quatre périodes fondainentales: 

a,, rr,, «3, a, pour f 
^1 ^2> *3> *4 pour iy, 

J'envi8agerai une fonction intermédiaire jouissant des propriétés 
sui vantes: 

Elle est entiére et de plus elle a pour une quelconque des 4 périodes 

Je poserai ensuite: 

3f,^ sera egal a un entier multiplié par 21: yf^. 

Si les périodes (i) sont des périodes normales, on aura: 

^A — ^A + ^A — «4*2 = o. 
SI les périodes (i) ne sont pas normales, on aura une relation analogue 

(2) TN,,aA - o 

ou 

N,, = o, N,, = — N,^. 

Les iV' seront des entiers dont le déterminant est egal ä i . 
En d'autres termes le premier membre de Téquation (2) est une 
forme bilinéaire de discriminant i . 
On aura d'ailleurs: 

3f,, ^ 2m7:yJ~iN,, 

m étant Tordre de la fonction intermédiaire 0. 

On sait que les fonctions ne sont que des cas particuliers des 
fonctions intermédiaires qui s^y ramcnent d^ailleurs aisément. 

Nous allons maintenant définir notre espace A, /i, u. 

Distinguons les parties reelles et imaginaires des périodes, en faisant: 

a, = a; + a;v-7, b, = b: + byj~i. 
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Posons ensuite: 



X = a[Å + a'^/i + ajv 



y = aYÅ + a- /i + a-u 

z 



= ft;A + Kli + ftii^ 



Nous étendrons nos integrations a la surface totale du cube dont 
les 6 faces ont pour équation: 

X ou /i ou v» = o ou I . 

Les courbes singuliéres que nous considérerons auront toutes pour 

équation: 

= 0. 

A rintérieur de notre cube, il pourra se trouver plusieurs branches 
de la courbe singuliére (p = o, mais panni ces branches, nous devrons 
distinguer les branches fermées et les branches ouvertes limitées ä chacunc 
de leurs deux extrem ités par Tune des faces du cube. Les points qui 
doivent surtout attirer notre attention sont les extrémités des branches 
ouvertes, c'est a dire les points ou la courbe (P = o coupe les faces du cube. 

Mais nous distinguerons ces points en deux catégories. Supposons 
que dans le voisinage d'un de ces points, les cquations de = o puissent 
se mettre sous la forrne: 

ainsi qu'il est dit au § 4. 

Nous formerons le déterminant A du § 4 qui s'écrira ici: 



A = 



djf 
do) 


a\ 


«; 


flg 


dx 
dio 


a\' 


< 


«;' 


dt 
dio 


K 


K 


K 


dz 
dio 


K 


K 


K 
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Nous avons vu que si ce déterininant est positif, il faut, dans les 
integrations, suivre la courbc = o dans le sens des o) croissants, et 
qu'il faut la suivre au contraire dans le sens des m décroissants si A 
est négatif. 

Comme cd reste arbitraire dans une large inesure, on peut toujours 
choisir cette variable de telle sorte que A soit positif et que par consé- 
quent on ait toujours ä suivre la courbe dans le sens des w croissants. 

Cela pose si nous considérons un des points dintersection P de la 
courbe = o avec une des faces du cube, et que dans le voisinage de 
ce point, on suive cette courbe dans le sens des w croissants, il pourra 
se presenter deux cas. Ou bien on passera de Textérieur du cube a Tin- 
térieur, ou inversement. 

Nous distinguerons donc deux sortes de points P; le point P sera 
positif si Ton passé de Textérieur du cube ä Tintcrieur et négatif dans 
le cas contraire. 

Pour reconnaitre le signe d'un de ces points, iinaginons que ce point 
appartienne ä la face A = o, et que dans le voisinage de ce point, on ait 
pour Téquation de = o 

Il viendra alors: ^ 

rfc = (a + i^)dii 

OU. 

(10 



^ ^ drj d0 

~d^ 

en renipla^ant d^ et drj par Icurs valeurs et séptyrant les parties reelle 
et iniaginaire, il vicnt: 

(«; —ab[ + lSb[')dÅ + («; — «i; + i3b:/)dn + («; — ab', + i3b'»')dv = o 

(3) 

(a- — ab[' + pb\)dÅ + {a',' — ab!/ + ^b',)d/i + {a',' — ab',' + fib',)dv = o. 

Ce sera en étu^iant les coefficicnts des cquations (3) quon recon- 
naitra si le point P est positif ou négatif. 
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Si Ton falt varier ccs coefticients d'une inaniérc continue, le passage 
des points P positifs aux points F négatifs se fera au moment o\\ dX est 
nul, c'est a dire oii: 

(4) {il', - aK + pb^M' - ^K' - PK) - (a; - aK + y^^iOK' - ^K' - /?&:) = o . 

Tout dépend donc du signe du premier membre de Téquation (4). 

Nous n^avons encore rien supposé au sujet de la fonction qui 
égalée a o défiiiira la courbe siuguliére; nous clioisirons plus tärd pour 
une fonction intermédiaire, mais dans ce qui a été dit ju8qu'ici, rien 
ne préjuge ce choix. 

Faisons en particulier: 

Alors on aura 

a = ^9 =- o 

et le premier membre de (4) se réduira a: 

Cest la partie imaginaire du produit: 

en désignant par a^ la quantité imaginaire conjuguée de a,. 
Prenons le cas particulier oii 

a, = i, (i^ = i> 

Alors le premier membre de (4) se rcduit a i et est par conséquent po- 
sitif. Nous pouvons supposer en méme temps a^ = o. Les équations (3) 
se réduisent alors ä 

d/i = du = o. 

On en conclut que 

dx = dy = o 

dz = h[dX, dt = b['dX. 
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Le déterminant A se réduit a 

il est donc négatif. 

Donc quand le premier meinbre de (4) est positif, le point P est 
négatif et inverseinent. 

Nous ii'avons considéré jusqu'ici que les points P situcs sur la face 

du cube qui a pour équation ^ = o. On raisoimerait de méine pour les 

cinq autres faces et on arriverait aux conclusions suivantes: 

Posons 

d(P 



dr, 



^ + ii3-~Ä-h. 



Posons ensuite: 

r, = Ui — hbi 

et soit Ci la quantité imaginaire conjuguée de c<. 
Soit enfin I{u) = partie imaginaire de u. 
Les points P seront positifs 

pour la face ?, = o si t{c,^c.J > o 
y> A = I si J{c^c.^) < o 

D /i = o si /(CgCj > o 

T) v = o si I{c^c,j) > o 

)) v = I si I{c^c^) < o. 

Nous devons remarquer que si nous avons sur la face A = o un 
point P dont les coordonnées soient (o, /i, v), nous aurons sur la face 
opposée A= I un point P dont les coordonnées seront (i, /i, v). De 
plus les points P et P' seront de signe contraire. 

De méme a tout point P situé sur Tune des faces /x = o, v = o, 
correspondra un autre point P de signe contraire situé sur la face 
opposée. 
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Colisidérons maintenant Tintégrale: 

et étendons-la a toute la surface de notre cube. 

Soient JV, et N^ les nombres des points P positifs et négatifs situés 
sur la face A = o. Soient de mérne ^ et -^i, N[' et N'^' les nombres 
des points P positifs et négatifs situés sur la face /i = o et sur la face 
v = o, 

L'intégrale double se raméne alors a Tintégrale simple: 

prise le long des diverscs courbes = o, Celle-ci est évideinment égale a: 

Sfj représente la somme des f relatifs aux divers points P positifs, Sf, 
la somme des f relatifs aux divers points P négatifs. 

Or a chacun des N^ points P positifs de la face A = o, correspon- 
dent N^ points P négatifs appart<jnant a la face A = i . La différence 
des f est égale a a^. 

L'intégrale est donc égale a: 

(5) 2/V[(iV, - N,)a, + (iV; - N',)a, + (AV - N',')a,l 

D'autre part considérons deux points correspondants des deux faces 
opposées A = o, A = i . Soient if^ et ^^ les valeurs de ^-y- en ces deux 
points, on aura: 

de sorte que Tintégrale double étenduc aux deux faces A = o, A= i, 
se raméne a Tintégrale double: 



étendue a la face A = o toute seule. 
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Gette intégrale est alors égale a 

/^Å^A — ^bK)' 

On troiiverait des expressions analogues pour les autres faces de telle 
sorte que Tintégrale totale est égale au déterminant: 

A A 13, 

«1 «2 «3 

6, ft, &3 

Ce déterminant est donc egal a Texpression (5). 
D'uiie fa9on plus générale, posons: 

et envisageons alors Véquation: 

(!>{a,l + r7,/i, h,l + ft.yu) = o. 

On pourra satisfaire a cette équation d'un certain nombre de maniéres 
par des valeurs de A et de /i reelles et coinprises entré o et i . Parmi 
ees Solutions qui correspondent a divers points P, distinguons celles pour 
lesquelles la partie imaginaire de c^f, est positive, de celles pour les- 
quelles cette partie imaginaire est negative. Soit ensuite P,^ Texcés du 
nombre des solutions de la premiére sorte sur le nombre des solutions 
de la deuxiéme sorte, D'aprés cette definition, on aura: 

p — Xr AT p ^ ]SI' AT' p — \T»f TV" 

Remarquons de plus que la partie imaginaire de c,c^ peut se mettre 
sous une autre forme: 
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Elle est.jdonc de méme signe que la partie imaginaire de 
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d0 d(t> 
dX d/i 



De plus nous pouvons écrire: 



2é;r(a,P„ + o,P„ + 0,^,,) = 



On aurait de méme par symétrie: 



2OT(a,P„ + «,P,, + a^P^;) = 



A A ^, 



a, a, flj 



K K K 



Ä Ä Ä 



o, a, 0^ 



ft, 6, b. 



2iff(c,P,, + rt,P^3 + fl,P,4) = 



Ä A Ä 



a, «4 <*i 



*3 *4 *1 



et une quatriéme équation analogue. 

On peut réunir ces quatre équations en une seule, en écrivant sym- 
boliquement: 



(^ 



^I 


^, 


^. 


a^4 


1 

1 

■ 


a^, 


^« 


^3 


354 


Ä 


Ä 


/^a 


A 


== 2?;r 


«i 


«» 


«3 


«4 


«1 


«, 


«8 


«4 : 


ö>, 


ö». 


<^i 


ä), 


'^ 


h 


^ 


^ 




ö>, 


ö). 


«», 


^4 



Dans cette identité a;^, x^, x^, x^ sont des quantités quelconques. 
Quant aux cw et aux ft> ce sont des quantités qui ont un sens symbolique. 
Nous convenons de remplacer dans le développement du second membre: 



COiCD^ (Oj^lOi 



par 



Pa- 



A€ta mathematica, 8. Imprimé la 6 Avril 1887. 
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Coniine rien ne distingue $ de rj nous pouvons écrire de ineine: 

X^ ^2 '^3 '^4 ; I ^1 -^2 ^8 ^4 I 

' «i «.i «n «4 . ^^ ^ ^^3 K ; 

(7) : = 2e;r: '. 

/>j ^2 ^^3 ^4 ' ^1 ^a ^8 ^4 

öj S ^3 ^4 ^1 ^2 ^a ^4 

Nous écrirons plus simplement encore les équations symboliques (6) 
et (7) de la fa9on suivante en écrivant les déterminante sous une forine 
abrégée : 

(6') {xjSab) = 2i7r{xaa)ä}) 

(7') (xaba) = 2/;r(iricoö>). 

Posons 

et cherchons ä déterminer h et k par les équations (6) et (7). Il vient: 

{xaojö}) = h{xaoi(i) + k[xa[ib) = — k{x[iah) 
{xhcow) = h{xbaa) + k{xJr^b) = — h(xaba) 

de sorte que les équations (6) et (7) donnent: 



dou 



h = k = '.- 

2i;r 






Nous avons done une solution des équations (6) et (7). Je dis quMl 
n'y en a pas d'autres, du moins en nombres . entiers. 

En effet s'il y en avait deux, on pourrait trouver des nombres entiers 
r^i satisfaisant aux huit équations: 

b,F,, + b,F;, + b,P[, = o, 
En d'autres termes si Ton pose syinboliquement: 
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et que Ton envisage la forme bilinéaire: 

cette forme bilinéaire sannulera identiquément quand on y fera soit: 

soit: 

Fuisons subir a a;. et a y, en méine temps qu'a a et a ft un change- 
ment linéaire de variable en faisant: 

Nous choisirons ce changement de variables (ou les q sont des entiers) 
de fa9on ii réduire la forme bilinéaire [xyo)'W) qui 8'écrira alors: 

^(^1^2 — ^iyO + B[x'^y[ — x[y'^) . 

On devrait donc avoir identiquément: 

A{:r[a'^ — -^^s^'!) + B{x'^a'^ — x!^a'^) — o 
Ä{x\K — x',b[) + B{x',h\ — x:h',) = o. 

Cela ne peut avoir lieu que si A ^i B sont nuls; (mais alors la forme 
^bilinéaire est identiquément nuUe et par conséquént tous les P^ sont nuls 
C. Q. F. D.) ou encore si un seul des coefficients A et B 8'annule, A par 
exemple, mais alors il faut encore que: 

ftg = »4 = &3 = &{ = o. 

La fonction abélienne n'aurait plus alors que deux périodes; la se- 
conde hypothése est donc inadmissible. 

On (Joit donc conclure de cette discussion que Tunique solution des 
éqiiations (6) et (7) c'est: 
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Dans le cas particulier oii la fonction se réduit ä une fonction B 
d'ordre m, et oii Ton a: 

\ = o , 63 = 2i;r, 

tous les -^jt sont. nuls, excepté N^^ et iV^^ 4^^ ^^^^ égaux a i. 

Tous les Pn sont donc nuls excepté P^^ et P^^ qui sont cgaux a m. 

Si nous reprenons les notations iV^, iVj, -ATJ, iV, etc. de telle sorte que: 

I 

p — AT AT P — N' V 

nous au rons 

.v, ^ N, 
et 

m 

On pourrait trouver plus intéressant de connaitre le nonibre N[ + A^i? 
c'est a dire le nombre total des P, au lien d*avoir seulement Texcés du 
nombre des points P positifs sur celui du nonibre des points P négatifs. 

Nous avons toutefois un renseignement sur ce nombre N[ + -^2- H 
est plus grand que m et de méme parité que m, car il est clair que: 

A- 4. iv; > n:, — N[', n:, + N[ ~ n:, — N[ (mod 2). 

On pourrait arriver a tous les resultats qui précédent par Temploi 
des différentielles totales, cela serait méme plus simple; mais je n'ai voulu 
donner ici qu une application de la théorie des intégrales doubles. 

Paris, 24 Décembre 1886. 
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Ober ein theorem des herrn tisserand 

AUS DER STÖRUNGSTHEORIE 

VON 

AND. LINDSTEDT 

tnSTOCKHOLM. ^ 

In einer kttrzlich erschierienen Abhandlung (Annales de TObser- 
vatoire de Paris, Mémoires, tome i8) hat Herr Tisserand, beim 
Beweise des von mir gefundenen Satzes ftber die Darstellbarkeit der ge- 
genseitigen Entfernungen im Probleme der drei Körper durch periodische 
Reihen mit vier Argumenten, einen zweiten Satz tiber die Form der 
Reihen fttr die rechtwinkligen Coordinaten hergeleitet. In Bezug auf ein 
Coordinatensysteni, dessen ^-Axe senkrecht zur invariablen Ebene steht 
und dessen ic//-Ebene eine gleichförmige Rotation ausffthrt, lassen sich 
nähmlich auch die rechtwinkligen Coordinaten der drei Massenpunkte, in 
der relativen Bewegung um einen derselben, mit Hölfe der vier Argu- 
mente darstellen. Wegen der Wichtigkeit dieses Satzes för die Astro- 
nomie erlaube ich mir hier zu zeigen, wie man denselben mit Hftlfe 
ähnlicher Betrachtungen, durch welche ich den zuerst genannten Satz 
bewiesen habe, aTbleiten känn. 

Nachdem die gegenseitigen Entfernungen ermittelt worden sind, känn 
man die rechtwinkligen Coordinaten durch Integration des nach Ein- 
setzung der Ausdrticke fQr r, r' und A linear gewordenen Systems 



(■) 






u. B. w. fttr die tlbrigen Coordinaten, ermitteln. Die Funktionen, die in 
den Klammern stehen sind somit trigonometrische Reihen nach vier Ar- 
gumenten. 

Aeta mathematica. 9. Imprimé le 6 ÅTril 1887. 
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Wendet man nun die Methode an,* die ich in der Schrift Beitrag zur 
Integration der Dtfferentialgleichungen der Störungstheorie (Mémoires de 
rAcadémie de S:t Pétersbourg, tonie 31, N^ 4) benutzt habe, so er- 
geben sich im Allgemeinen fttr ein lineares System wie (i) Integrale von 
der Form 



(2) 



X = fS/ZjvCos(m^ + TT + N) + f Sv^cos(7;t7 + 7f + N) 
x'= ^T/iyCOs{mt + ;r + ^) + S'T)^yCOQ{m't + n" + N) 



wo N eine lineare Verbindung der vier Argumente bedeutet, und mt 
sowie m't zwei nene Argumente sind. Die entsprechenden Formeln för 
y, y' und f(ir Zy z' wftrde man erhalten, wenn man die Integrationskon- 
stanten c, c'> TT, jt' durch ^, ^', /?, // und f, C'? 't, n resp. ersetzt. 

Diese Integrale mOssen indessen der Bedingung gentlgen, dass wenn 
man mit ihrer Hulfe die Funktionen 

JC:^ + y^ + ^2 = ,.2; x'^^ + ,f + /•-» = ;'^; 

berechnet, die neuen Argumente mt und m't aus den Resultaten heraus- 
fallen. Hierbei werden noch die tiberzähligen Integrationskonstanten mit 
bestimmt. 

Berechnet man nun mit dem so gewonnenen Ausdröcken iXjiXX^y^z 
die Funktion ic' + !/^ + z^^y ^o findet man sofort, dass die Anzahl der 
Argumente, wenn m und m' von einander wesentlich, d. h. nicht bloss 
um lineare Funktionen der gegebenen vier Argumente, verschieden sind, 
nur dann 4 wird, wenn 

angenommen werden, dass also, mit anderen Worten, die durch Integra- 
tion von (i) zu ermittelnden Reihen för x^ y, ..., ausser den 4 gege- 
benen Argumenten, nur noch ein Argument enthalten können. Die in 
einem solchen Falle gewöhnlich auftretenden ' Glieder, welche t als 
Faktor haben, dörfen, wegen Erftillung der Gleichungen (3), hier eben- 
falls nicht vorkommen. Es bleibt somit för die Form der Integrale nur 
die folgende öbrig: 
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X = f Z/i.v cos (//f + ;r + ^'^) + f'Sv3.cos(7r' + ^') 

wo ht das neue, von den ttbrigen wcsentlich verschiedcne, Argument 
bezeichnet. 

FUr Xj y, z erhalten wir somit, wenn wir die obigen Werthe etwas 
uinformen, AusdrUcke von der Form 

X = cosht . (aP — aQ) — sin hf . {aQ + olP) + a'R + a'S 

// = C08 ht . {bP — pQ) — sin ht . {hQ + pP) + h'R + ^S 

z = cos/rf . (rP — yQ) — sin W . {cQ + ;-P) + c'R + ;-'N 

wo P, Q, R und -S bloss von den vier ursprönglichen Argumenten ab- 
hängen, und a, ft, ... Integrationskonstanten bedeuten. 

Setzt man diese Werthe in x^ + ^^ + -2^^ = ^'^ ^in, so findet man, als 
Bedingungen fllr das Verschwinden von hty die Gleichungen 

a^ + 6^ + c' = a' + /9' + r' 
rra + 6y9 + r*;- = rta' + 6Ä' + ^^' = ^'a + • • • = ^a' + • • • = aa' + • • • = O- 

Wir können somit, ohne die AUgemeinheit zu schaden, a' = a\ ^ = 6', 
Y = c* sowie (a, 6, cy und (a,/9, j-) gleich den Richtungscosinussen zweier 
zu einander rechtwinkligen Geraden setzen. Alsdann werden (a', 6', c') 
die Richtungscosinusse för eine zu beiden senkrechte Gerade. 

Werden diese drei Geraden als Axen eines Coordinatensystems ge- 
nommen, so werden in diesem die Coordinaten der beiden Massenpunkte 
m und Hl' die Form annehmen 

i = P cos ht — Q sin ht 
Tj = — Q cos ht — P sin ht 

C= R 
f= F cosM — Q' m\ht 

7j' = — Qcosht—F »mht 
C = R' 
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wo die gestrichenen Buchstaben P', Q'j R ebenfalls Funktionen der vier 
Argumente sind. 

In diesen Gleichungen ist das in Rede steheude Theorem des Herrn 
TissERAND enthalten. Dass öbrigens die obigen Entwickelungen ohne 
Berftcksichtigung der Konvergenzfrage gemacht worden sind und soniit 
vorläufig bloss formale Bedeutung besitzen, braucht wohl kauni ange- 
deutet zu werden. 



> 



385 



SUR LES RACINES DE L'ÉQUATION X = o 



PAR 

T. J. STIELTJES 

h TouLousr:. 



I. Nous aurons a invoquer dans In suitc une proposition d'alpebre 
que nous alloiis établir tout d'abord. 
Soit 



m tn 



11 

une forine quadratique positive des variables .r, , ir^, . . . , x„,, 

On sait que les coefficients a^< sont positifs. Nous ajoutons mainte- 

nant la condition que les autres coefficients flr,^. soient tous négatifs ou nuls. 
Considérons les m équations linéaires 

Nous supposons que les quantités c, sont toutes positives ou nulles. 
Dans ces conditions on peut énoncer la proposition sui vante: y>Aucune 
des valeurs de :r, , .r^, . . . , r^ firées des équations (i) ne peut étre negative^ 
et si les quantités Ci sont toutes positives niors r, , c^, ..., x^ le sont aussi,)^ 
Dans la demonstration suivante nous ferons abstraction du cas trivial 

Cl =^ Cj = • • • = c wi = o 
dans lequel on a aussi 

.«'l -~— J t} ■ • • • * IM "^'~ • 

On a 

m . mm 

^^(^tX'i — — ^^ ^^aiyXiQuy 

1 11 

Åcta withfiuatira. !>. Imirim^ 1t> '2 Avril IHmT. 4«I 
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et il est clair par la qu'au moins un des .r, doit etre positif car le socond 

membre est positif. 

Mais supposons que 

.r,, x.2n ..., J'„ soient négatifs ou nuls, et 

•^nflJ •^M-f2> • • • » -^m pOSltllS. 

Dans la relation 



n N in 



(2) Zc,^. = Zrrf,,;r ,.:/•, + r :r,(r7,,:r, + fr,..r, + . . . + ^.,-0 



11 w f-l 



le premier membre est nul ou négatif. Au contraire dans le second 
membre la premiére partie 



n H 



1 1 



est nulle ou positive, et il en est de méme de la seconde partie 



) • 



m 



Tx,(a,,.T, + a^.Xo 4- . . . + ^«. ^)- 



«+i 



Par conséquent les deux membres de la, relation (2) sönt nécessairement 
nuls tous les deux, ce qui exige: 



1*^1 — JT^ — • • • — i*'^! *-^ o. 



La premiére partie de notre proposition se trouve établie por la. Pour 
démontrer aussi la seconde partie nous observons qu*en supposant 

•*^n-fl? '^11 + 2' • • • J *^fii pOSlLlIS 

les n premiers équations (1) montrent qu'on a 

(3) '(a- = O 

des que Tun (et seulement un) des indices /, k surpasse n. Et ensuite 
il est clair qu'on doit avoir 

SI C2 • • - - Cm --* O» 

Gette derniére conséquonce démontre la seconde partie de notre proposition. 
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Les équations (3) font voir que dans le cas cxceptionncl que nous 
considérons on a 

N n m m 

X = TTuaXiT, + Z Z (laXi^, 
1 1 »1+1 «+i 

en sorte que X se décorapose directement dans la somnie de deux forrnes 
quadratiques positives des variables u:, , .r.^, ..., .r„ et x^+i, ..., x„,. Le 
cas Xi ..^ X2 = . . = x„ = o se présente alors des qu'on prend Ci = Ca = • • • 
. . . = c„ = o. 

D'aprés ce q^ii précéde il est clair que lorsque X ne se décorapose 
pas directement dans la somme de deux ou d'un plus grand nombre de 
forraes quadratiques d'un nombre de variables moindre que tw, alors 
./'i, r.,, . . . , x„, sont tous positifs, méme dans le cas que quelques-uns des 
c, sont nuls. 

Corollaire. Soit D le déterminant de X et désignons par D,^ les 
mineurs de D en sorte qu on a 



i>a;, = ?,/>,, + C2 A. + ... + c.i> 



mi 



alors aucun des mineurs D^^ ne peut étre négatif. Et si le cas excep- 
tionnel examiné plus haut ne se présente pas, tous les I>^^ sont positifs. 

2. Supposons que sur Taxe des abscisses OX on ait dans les points 
A et B dont les abscisses sont — i et -f i deux points matériels fixes, 
la masse du premier en A étant a, celle du second en jB, y9 (a > o, /9> o). 

Imaginons encore n points matériels de masse égale a 1, qui peuvent 
glisser librement sur laxe et placés entré A et B. Supposons enfin que 
deux points matériels se repoussent en raison directe de leurs masses et 
en raison inverse de leur distance. Dans ces conditions il y a une po- 
sition unique d'équilibre pour les n points placés entré ^ et B, et si 
Ton désigne leurs abscisses dans la position d'équilibre par 

(4) iTi > a?3 > ^8 > . . . > x„ 
Xi. X.2, . . . , X,, sont les racines d*une équation 

^{x) étant un polynöme du degré n défini par Téquation différentielle 

(5) (I —x')fXx) + 2a — p — {oi+[i)x]ip\x) + tV(:r) =0. 
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G est une constnnte don t la valeur est 

coinine on le trouve en cherchant le coefficient de .r" dans le premier 
membro de (5). 

C est Ifi un cjis particulier d'un théoréme déniontré duns ce journal, 
t. 6, i>. 32 1 et suiv. 

3. Les racines r,, . . , ./,, dépendent de a et ^ et Ton peut les eon- 
sidérer eonime fonctions des varlables a et y9 qui doivent rester toujours 
positives. 

Lorsque a et ,9 vurient d'une uianiere continue, Xt varie aussi d'unc 
Hianiore continue et comine deux racines ne deviennent janiais égales, 
leur ordre de grandeur iixé par les inégalités (4) ne sera jamais changé. 

Nous allons déinontrer les inégalités 

En effet, les quantités .r,, . . , x,, dépendent de a et de ,9 par les relations 

I + '*- + — ^ + ...+— ^- + — ^ + ... 

. . . H = o. (»-1,2, ...,«) 

Xi .r„ 

En prenant les dérivées par rapport a a on obtient pour les ~ le sy- 
stéme linéaire suivant: 

(8) (h\-Z^ + «/i^ + • • • + ^^n-r- = . (t» 1.5, ...,«) 

^ ^ ' da ^ da "* da .c, + I 

(ni 

" (r. + I }• ^ l-r^ - I)-^ ^ ir, - *.)« ^ •■•^(x^- «,_,)» ^ {x, - *,+ ,)' ^ ' ■ ■ 

I 

... + 



(Xi — x^y 
1 



er. = a,, = ^- 



»* ^' /'.». ... l' 



(«. — av) 
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Ce systéme rentre évideinment dans le type des équations (i) car la 
forme quadratique 



H n « 



est positive, et :r, + i est aussi positif. 

Les valeurs de — ~y — ^i .. ., — - sont donc toutes positives. 

da da da ^ 

On trouve de la méme maniére 

dX^ , dX^ . . dXn I 

Ici les seconds meinbres sont tous négatifs, et il en est donc de 

méme des valeurs des -4- 

4. Considérons le cas particulier a = y9, en sorte que x^ est fonction 
de la seule variable a. Il est clair d'abord quon aura 

J/J 4" •'^/i =^ ^2 ~r ^»-1 = ^» I ^11-2 = • • . = o. 

Ainsi en supposant n = 2m ou // = 2m + i il suffira de considérer les 
racines positives 

Nous allons démontrer qu'on a toujours 

(9j -T— < o. u-i.2,...,»i) 

En effet supposons d'abord w = 2m, on aura 



(10) 



" +T^'-T + é + -r^+:.+ z-^ + ^^+-+ ' 



Xi+l Xi—l 2Xi Xi — Xi Xi — Xi^i Xi — Xi^i Xi — X^ 

I ^ I 1 ' 1 1 I I * 

H ■: h-H ; ; h-H ; — = O a-i, 2, ...,«) 

,Xi-\-Xi Xi + Xi-i Xi + Xi+i Xi + X,^ 



d'oii Ton déduit 

(ii) ''"rf^ + ''«d^+ ••• + «'" -d«~ = ~7Z:7 "■'•' "" 



\ 
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W posniit 



(t:; = 



II 
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(.r, -I- i)> + (Xi — 1)' "^ 2A'1 "^ ^' "^ ^^' 



I 



I 



«« - (h, -(;,, + ^,). (^,. _ a.,). 



/*,— 



(.«, — «,)' 



+ ... + 



+ 



(•**! — '^i-l)^ (»«^i — Xi-\\) 



!+•••+ r- 



(.«:/ ^fn) 



^' (^1 + .^i)^ + • • • + U, + .r,_,r "^ (-c^ + ^/4-i) 



-h... + 



(;r, + r„,Y 



Le systéme (i i) rentre encore dans le type des équationa (i) car 
a^ est négatif et la forme quadratique 

m m I/I 



+ 




U-^.)^ (^, + A)V^^'~^^^' 



est positive. Mais les seconds menibres dans le syst^^ine (ii) sont tous 
négatifs et Ton a par conséquent 






< o. 



Dans le oas n = 2m -\- i on aura j;,„. , = o, et 



(12) 



" +^ + —S+..-^ 



iCf-f I Xi— \ ' 2JCi ' Xi—Xi 



Xi — 3/1 —1 Xi Xi^] 



Xi — »IT 



m 



+ 



I 



Xi-\-X\ 



I I ' I ' I I * 
+ ...-I ; 1 ; [-•••H -; =0. (f-1.2...,»') 

•^'i + iC| — 1 *^i + ^1 + 1 ^i-T ^m 



La seule différence avec les relations (lo) consiste, conime on le voit, 
dans le terme t— qui est venu remplacer le terme — . Ce terme 



20?/ 



2Xi 



A = _L + 1 

tiXi ^Xf Xj 

provient de Taction des deux points matériels dont les abscisses sont 
— X, et o. 
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On trouve leg équations linéaires suivantes pour les -- 



^n jt + • • • "i" ^'m "xr ■— 



da ' ' '" da i - a-? 

«^'»-* - (a;, + i)« + (^, - I)'' + 2.rf + ^ ' + V. 



öfa = (fki = 



{Xi + xty Ui — xt) 



et Von en conclut les inégalités (9) comnie tout a Theure. 

5. La demonstration des propositions exprimées par les inégalités 
(6), (7), (9) que nous venons de développer, nous semble la plus simple 
si Ton n'a en vue que ces inégalités elles-ménies. Mais nous avons re- 
trouvé ces inégalités encore comme conséquences d*une proposition d'un 
caractere plus general, ä Toccasion d'études sur la quadrature mécanique 
de Gauss. 

6. Nous allons développer maintenant quelques conséquences qui 
découlent presque immédiatement de ces inégalités (6), (7) et (9). 

Supposons d'abord 

a = - , ,9 == - 

2 '2 

réquation (5) devient 

(i — ^^^)v'"{'^) — 2X(p'{x) + n{n + Of(-'^) =^ ^ 

ainsi o*, est une racine de Téquation obtenue en égalant a zéro le po- 
lynöme X„ de Legendke. 
Prenons ensuite 

4 ' 4 

On a 

(I — x')^"{:r) + (I — 2.r)^'(^r) + «(« + i)^(;r) = o 

ou si Ton pose 

X = COSJf, 



Jf^ + ( " + 2) -v - O' 
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don c 



C08 In + -\^ 



ot par conséquent 



Dans le cas 



C08 - <r 

2^ 



(2% — i);r 
* 2n + \ 



4 ' 4 



on trouve de la inérne maniére 



X =/*osjr, 



sin (7/ +-\if 



81 U - <p 
2^ 



217: 

X; -r^ OOS 



2ii -\- I 



Mais d*aprc8 les irtéjijalités (6), (7) il est clair que la valeur de .r^ 

qui eorrespond a « = -»/? = - doit étre plus petite que la valeur de 

2 f I '* 

Xf pour a =^ - , fi — - et plus grande que la valeur de .r, pour a= - , ;^= - • 

Ainsi on a la liinitation suiVante pour la racine x^ de Téquation 
a; = o 

(A) <'os < X: < oos^^ 

Cette proposition est due a M. Bhuns qui Ta obtenue dans le toine 
90 du Journal de Borchardt, pag. 327. 

7. Nous pouvons obtenir des limites plus ctroites ä Taide de Tinc- 
ga lite (9). 

Prenons en etfet 

4 ^4 
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on trouvera 



X = C08JJ>, 

(2i — l);r 



Xi = C09 



et en second lieu 



«=4' 



2n 



' 4 



on trouve 



X 



COSfC?, 
8in(n + l)^ 



X^ = C08 



81U^ 

n + l 



Dapré8 les inégalités (9) on en conclut la limitation sui vante d'une ra- 
cine positive de Téquation X„ = o: 



(B) 



t;r (21 — i);r 

C08 r— < Xt < COS - 



n + I 



2n 



Pour une racine negative on aurait évidemment 



ITT (2i — l)7r 

CO8 — : — > rr< > COS - 



n + I 



2n 



Soit » = I O, on a d^aprés (A) 



X, 



X, 



X. 



X. 






limites 

0,98883 

0,95557 

0,90097 
0,82624 

0,73305 
0,62349 

0,50000 
0,36534 
0,22252 



0,03326 



0,07473 



0,10956 



0,13466 



0,07473 
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0,14779 
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et d'aprés (B) 


limites 




** 


^i 


0,98769 
0,95949 


0,02820 




X, 


0,89101 
0,84125 


0,04976 




^» 


0,7071 1 
0,65486 


0,05225 




X, 


0,45399 
0.41542 


0,03857 




^. 


0,15643 
0,14231 


0,01412 



8. La proposition d*iilgébre démontrée dans le N*' i, ou plutöt le 
corollaire que nous en avons déduit, »se trouve lié étroitement ä une 
question qui se présente dans le probléme de la distribution d'électricité 
sur un systéme de conducteurs. 

Soient Al, A^, . .., A„ les conducteurs, e^, e^y ..,, c^ leurs charges 
respectives et F,, V^j ..., V^ les potentiels correspondants. 

On a 



(«) 

et réciproquement 



v, = p,,e, + p,^e^ + . . . 4-^e^ 



(*=^l, 8, ...,«•) 



^i = QnVi + gmV^ + . . . + qimK 



(*-l,3 m) 



(V. Maxwell, Traité cfélectricité et de magnétisiYie, § 87.) 
La forme quadratique 




est positive. Le coefficient positif g„ est la capacité du conducteur -4, 
tandis que j^^ est un coefficient d*électricité induit et négatif. 

Le systéme (y9) rentre donc dans le type des équations (i), et d^aprés 
notre corollaire les coefficients du systéme (a) sont donc tous positifs, ce 
qui est bien connu et ce qu'on établit directement a Taide de la théorie 
du potentiel. 
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o 



Mais le systéme (^) n'a pas la inéme généralité que le systéme (i) 
car on a entré les coefficients g^ les relations 

9ii + 9i2 + " ' + Qim > o <<-''« -> 

tandis que dans le systéme (i) on n'a pas nécessairément les relations 
correspondantes entré les a^^. 

Mais auösi dans le systéme (a) les Pi^ ne sont pas seulement positifs, 
la théorie du potentiel montre qu'on a en outre 

Pii>PiJt' 
D apres cela il est fort probable que si Ton assujettit dans le systéme 

les coefficients a,^ ä ces conditions additionnelles: 

«< = «fl + «« + ••• + «<m > o, 

il en resultera pour les Df^ la conséquence 

Cest ce que nous allons prouver en effet. 
9. Supposons d'abord 

Si > o «-l,S, ...,m) 

alors on a 

Il suffira évidemment de faire voir que Dj^ > Dj^. A cause de 



I)x, = ^,1),, + S,D,, + . . . + e^D 



m\ 



cela revient ä montrer que pour 

la valeur de x^ tirée du systéme (i) est positive. Or on a: 

m m 

Sfj = O = ZlSiXij 

ni in ni 

^Xi^i = Xi — rCj = ^zla^^XiX^ 
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d'oii Ton conclut d'abord que les Xi ne peuvent pas étre tous nuls ou 
négatifs, ou bien tous nuls ou positifs et ensuite 

Donc si Xj^ était nul ou négatif, a:, serait négatif. Supposons donc que 

Xiy X^y . . . , X^y (m > « >^ 2) 

soient nuls ou négatifs, et 

positifs. 

On devrait avoir 

IM n fil iw 

« + l 1 n+1 n+l 

ce qui est impossible car le SQcond membre est positif. On a donc né* 



cessairement x^> o ou 



Ai>A.. 



c. Q. F. D. 



Il est clair maintenant que dans le cas 

on doit avoir nécessairement 

car un changeraent infiniment petit des a,^ suffit pour rentrer dans le 
cas Si > o. 

10. Cherchons encore les conditions nécessaires et suffisantes pour 
quon ait 

D'aprés ce qui précéde il est clair qu'au moins un des 5< doit étre nul 
mais cela ne suffit pas. 

En prenant comme tout-a-rheure 

fl = + I, fj = — I, ^i = o (0«) 
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la condition D^^ = Aa revient a x^ = o, et les inconnues x^j ..., x^ se 
trouvent déterminées par le systéme 



(!') 



(^mi^i + • • • + »mm^m = O- 



Deux oas sont ä distinguer. 
I. La forme 



2 2 



a^XiXi 



ne se décompose pas directement dans la somme de deux formes quadra- 
tiques d'un nombre de variables moindre que m — i. 

Alors x^f x^, ..., x^ seront négatifs, d^aprés ce que nous avons vu 
dans le N^ I. Et comme on a: 



m 



Z^Ci — O — ÄjO^j + . . . + ^m^m 



on en conclut 

(a) 



5, = O, 



Sj — o, . . . , 5„ — O. 



Réciproquement, si ces relations (a) se trouvent vérifiées, il est clair que 
le systéme (i) donnera x^ ^= o ou D^^ =^ D^^ car on trouve 



s^x^ = Zf, = o 



et s^ n'est pas nul. 
II. La forme 



m m 



2 2 



(^a^i^Jt 



se décompose directement dans la somme de. deux ou de plusieurs formes 
quadratiques. 

Alors les variables 

X^f X^j • • • y X^ 
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se déooraposent en plusieurs groupes. Soit 

X^y X^y • • • 9 ^n 

le groupe dans lequel se trouve o;,. 

Le systeme (i') se décorapose en deux systeines relatifs aux deux 
groupes de variables 

**^3 » '*'Z1 • • • » •*'» > 
•^»+1 > • • • > ^m 

et on voit qu'on aura: 

a;, < o, x^ < o^ • . . ) 0?^ < o, 

^n+l ^^ ^n+a = . . . = ^u, = O. 

La relation 

o = s^x^ + . . . + s^x^ 

permet donc de conclure: 

(b) ^ = o, ^3 = o, . . . , s^ = o. 

Réciproquernent, si les conditions (b) sont vérifiées et qu'en outre on a 
identiquement: 

tn tn fl n m m 

3 3 3 3 n + 1 il-f-1 

alors le systeme des valeurs de x^j x^y . . , x^ tirées des équations (T), 
joint ä la valeur x^ = o, satisfait au systeme (i) et Ton a par consé- 
quent D^^ = D^^. •Pour le montrer il suffit évidemraent de vérifier la 
premiére des équations (i), ou bien Téquation obtenue en prenant la 
somme des équations (i). Or cette derniére 

se trouve vérifiée évidemment. 

« 

Nous avons supposé ici n < niy pour n = m on rentre dans le pre- 
mier cas; et Ton a le resultat suivant. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
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consistent dans ce que, pour une valeur spéclale de n 

2 <n <m 
on ait 

(I) «3 = o, ^3 = O, . . . , 5^ = O 

et 



(") 



^8, «+l — ^8,ii4-2 — • • • ^3, m O, 



^n.n+l — ^»,«f3 — ••• — ^n,m — O* 



Dans le cas n = m les conditions (II) disparaissent. 

II. Supposons les conditions (I) et (II) remplies, il n'est pas permis 
de conclure que les valeurs de x^^ . .., rc„ sont negatives, car la forme 



n n 



ZZ(?.4^<^* 



2 3 



pourrait encore étre décomposable. Mais si cela eut lieu, il est clair 
que les conditions (I) et (II) seraient encore satisfaites pour une valeur 
plus petite du noinbre n. 

Si donc nous supposons que n soit le plus petit nombre pour lequel 
les conditions (I) et (II) sont satisfaites, on aura 

o?, < o, iPg < o, . . . , x^ < Oj 

et a cause de 

Dx, = D,, — A. 

nous pouvons donc ajouter: 

la condition D^^ = As entraine nécessairement les relations 

Af < A< pour i = 2, 3, . . . , n. 

Dii = A< pour i> n. 



400 T. J. Stieltjeg. 



Note. 

Apres avoir terminé la rédaction de cet article, je viens de prendre 
connaissance d'une note Sur les racines de certaines équations par M. A. 
Markoff, (Mathematische Annalen, T. 27, p. 177). L'auteur y dé- 
duit d'abord la limitation des racines de Téquation X^ = o déja obtenue 
par M. Bruns, et ensuite il obtient aussi ef pour la premiére fois, la 
limitation plus étroite (B). 

La demonstration que j'ai donnée est différente de celle de M. Mar- 
koff, mais une seconde demonstration ä laquelle j'ai fait allusion seule- 
ment dans le N® 5, ne différe pas au fond de celle de cet auteur. 

Toulouse, Janvier 1887. 
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